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Prefazione 


A mio modesto (anzi modestissimo) parere questa enciclopedia in sette volumi è uno dei 
lavor più chiari e completi sula matematica presenti in Rete. L'Enciclopedia può essere utilizzata 
sa come riferimento per richiamare concetti noti, sia come fonte di studio introduttiva su pressoché 
tutt gli argomenti di matematica di comune interesse. Ho raccolto in sette documenti PDF tutto il 
contenuto del sito Web dell’autore (sperando di non aver contravvenuto alle sue volontà) in modo 


da rendere il materiale facilmente consultabile ed eventualmente stampabile. 
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EERESSGEBEGA 


Le Medie 


4 Media oritmetiea sempliee . (mm) 


Dicesi media dritmetico semplice di “n° qua 


fita': a, > Re, Rag cca i <e vatporto: 
;, 


PRIA: A, + A,+A3+ ve +An 
mn 


dhe puo' esprim ersi più sinteticamente : 


si i : A 
n A ; =-1È a: 


Lai dn) 


9) Hedè oritmeticòà ponderata , (mp) 
Dicesi media oritmetica perderota delle 
FRANS Q, 02, QQ ; pondero/mente CER 


lutate dai pesi “A, jidgg dr ia ja tappor to: 


Mp Case, + Got, + 90454 2.04 dalla) 
Pe) 


pra sinteticamente : 


Se 2,8,8,,--An sono le portate di'un torrente nei 
percodi:%, ,4 d, n } mp=é La portata media ne/ periodo$k; 


Gualna pes X mino quali fr Fa foro: zaia 


5, vucode nello media aritmetica dermblice, infila 


2 = Ea e 
È Lex n) 


Se gf; nel tratto, ab L'odinota ne 
dia Ara : Vhi of de e la telta 
434 È detta retta” di compenso . 


Ne/ caso della rntegrozione gréfica, ba rella di 
compenso si ofeme prendendo come. base un 


segmento eguale ad (4-a): 


y 
/azea del velfangolo — vata \di compenso 
abed eguiva@te Copa 
all'area della 
somma dei hapezi . 
a 5 Cata! 
Si noli che chiamando: €, )%,% ) le dlterre cei 


lraperi e con 


44,4 & medie dele basi si 
. LU: n 7 St Gdet ho 
VISE (4% +4, )=(6 2} 7 J = rat 

Sl nets anche sese, nel coleolo der borrcente si 


L 
dA 


fanno meo 


3) Media geometrica fog) 
Dicesi meda geometrica di n volori, la 


radice ennesima de/ loro prodotto ? 
| mg © VOLTA | 
Gualora 1 valori siano solo due &,b ; amemo: 
mq = V ab 


vale la, prgporzione: 


a: mg “ag: 4 


UDE «l rimedio geometrico £ auche medio propors 
zumate, Quando mg =(6-2) Ar ha la Aerione 
aurea . 
Se prendiamo (logaritmi an ba: 

| 49) = #(4g) Ie) +] ] 
Ce «L Logaritmo del medio geometrico È 
La media aritmetica der Legaritmi dei s/ng0, 


li valori. 
4) fledia geometeca ponderata (259) 


e le guontita : A, G,,4,,.-0 Sono cdera/= 
Va 4 $ 


2,7, 
mente ralufate in base ai pesi :f, LÉ.£ 
artemo | ner E 

& = repo (dk af 
& = mene (4 ci aa sÈ | 


Netwamo ehe < pese: 4, DA, b a ) possono Con 
<derarsi “fre quenee . 


<< prendaomo ; degonitmi dele he espres= 


Ela i | 


sioni obfiamo: 


Cioe € aritmo del medio geometrico pon: 
derale è la media oritmetiza ponderata dei 


logaritmi dell smgole guantito” 


Per l'aetrà “n siha: 


Fia 
i og 


cì ue bogarilyno del valore ra: elel 
comettico ponderale € La media 


medio 
aritmetica Semplice dei logaritmy olelle sin 
gole quantita ; 

Dirrolendo membro a membro queste due 


espresaroni si ba: (4a seconda dhiivisa dalla primo) 


Cioe € pese medio e feguenta media) 
plato dalla media aritmetica semplée der st 


stingole 


gol esi 


4 Media Armonica (ma) 


Dieesr da generale , medio atmonico di’ n° 
quante PAIR SARE SOI MES A recsproco. della 


meda arctmetica der recuroci: 


ma = 7 7 3 
aa an 
EEA 
ma, - i (4) 


Quando le quantita sono solo due: R «€ abbia 
mo qua introdotto il medio armonico E , nel tal 
tare la proporzione Armonica | “Drees medio ormg 
nico su valore b eripelto ad alti due a €, 
quonde gl scostamenti fra il medio srmonieo &° 
e gli alti due valow “a' è € semo proportionali a. 
questi ottimi : 
| ey: 4-d= a: e] 


da eu srolgendo: 


ak-ac = ac - be 


Hedié ermonici_ossocietà ‘a feguenze. fe) 


Abbiamo visto medie ponderoli aritmetiche e 989 
metiche. Nelle axtmetiche le guantitei (AC 
A= dm p agilamo come addendi per cur de dl peso 
era ci il vatoe del termine era: AQ; ese 
do: Qi * Lt dit cd . 

oa < 
Nella media geometrica 4 quontita ai ag 


Seno come fattori per cui se el peso era fi 
2 Qi. 
n 3 


ul valore olel termine è: Gl' = a; 

7 
Nella media armonico ponderole | occore 
sa ebrarito de è valori dei termini smo da 
consicderoasi come prodotto con i vispelivi pesi, gfpins 
de « Lo rabpie € dalo dalla potenza che ha pu 
esponente i pet Poiche” singoli Lermini figa 
tamo nella media come ‘recip aucdhe pe è 
pesi (regho chiomarl fFequenze) 5 pundono è 
reciproci e se ne fa prodotte. 


(maa)= F.E..k | 
CS an 


| a 


È Bia 
LO Ci , 


n 


An A 
la "ada | 


Moda e Mediana 


Cerchiamo oli capite € quindi cai è 
VIZA aspetti del concetto: freguenza” 

Abbiamo gra introdotto fa frequenza Come cich 
al secondo, (1 usa anche per le onde elettromagnetiche) 
e porche se fisica hanno convenuto che la Misurà 
augetaze mon ha dimensioni (Ho dona euere vivisto 2) AL 
usa die ehe fa frequenza e l'inverso del periodo 
Va #) ore per pertodo 1 infende lempo pet com 
prete mm ciclo. Foro” come fpeguenra” Gel tempo” 
#5 puo peusare al numero di persone che attraversano 
su ponde uu su Qumo, © in tu GIOCO , O Mm uma. 
ora, e la fuguenra mell'unita di tempo sara ’ 
lauto maggiore quarto più è o fit la pla e 
quamto più € veloce il loro spostarsi. 

Ma esiste amche ruu'allio concello di fre: 
uentA , indipendente del tempo. Ar esempio 
du susa serie di 100 esperimenti si dono ave 
Wi: o rotte 2 | p volte VV volle © .-.. we 
ove: Gi ta = 100) pete esprimete la. 
freguenza ‘n percentuole ; gie: la. feguenza di & 
tà gulla certe di perno è otafe di A quella di 
ea dd ff di '@ ‘di 14 «esprimi bi com numeri: o+ 4. 


y oda' diro AMO 


€10” premesso chiomeremo: 
distribuzione di frequenta it voloe che eorzispon 
de alla frequenza massima. Un esempio fanal: 
se su 100 donne che si ineontramo s1 nota ehe 80 
sono vestite di rosso, ar dice la moda È d rosso. 
Se disponiamo uma sequenza ordinata oli 
vato chiameremo Hediana dl valve inter= 
medio fra ( due estremi. Siano @,,0, Mi %m 
i vato, 4 harmo due casi de m € dispar, 
mediama È il termine Ai ove v3 mit . Ser 
Invece ‘n° È pori, medionà è ru valore interz 
meolio fra cea ed ce-qu . 

Fe | sistemi continui le mediama £ quel volore. che 
la somma delle feguece minori © maggio a quella 
della mediaua 7%, | 507 = + . 

<a. moda pus nom esistere, e se esiste può nor 
LSSEre UNICA . 
Supponiamo di' avere | seguenti olati : 4, 440, 42,43,45; 
ma 4,2% ; mg = 4,21/653 ; ma =4,3/309 ; Mediana Kj=42/ 
fs # Frequenze dl /grugpo: ff= 9, 1896% } ff 019681 j fx 019905; 


K=0,608£9 ; É = 0,2/33% | Hoda = fh=6#182%. 


Scostamenti dalla media: 470,88; 4, -042; G=-a0d 


De SOLI ine 


—Searto m edre quadra teo 


Consideriamo ° valori: 2,)0)..0n A ew si 
è fatta /a media aritmetica me z fai, 
SJ ratori possono essere £ vusultati delle misu 
re di ind stessa grandes con strumenti dello 
stesso grado A precisione, oppure con lo stesso shy 
mento ‘a temp; diversi. JI vale medio m=& , 
sand il pr probabile volere dello misura del 
la grondeza. Gli scorty dolla media: 4; (2-2) 
ci ferniscono gia ena visione dello precisione del 
le misure; omzi, se /'insieme degli scarti saggi, 
rà intorno a certi ordine di grandezza, mentre 
umo di essi è nolevotmente Maggiote | S) prestz 
me che /@ misura che ha portato questo acarlo ee> 
cerconole s19 affetta Aa un errore grossolamo ae, 
cdlentate e pertanto non si debbo fener conto di 
tale misura. Fix es. & misure siamo: 10,80, 10,88, 
40,48, 4919, 10,30, 6,80. Gyumo: &= 9,965 
4l0,835, 9°+0,855, 409215, 4,5908285, 45+0,835 , 443 -4,165 
Lo scarto 4 ei avverte di desrtore fo misura a; 80 
avamo: L= 10,198 ed © nuor' scarti soranno : 4, »°0,002, 
4,30, 922, da 2,078 4 CA 349,008, I5> +0,008, 


< noti' come sono metto più piezoli des precedenti. 


Strumenti più precisi, od peratori più eopoec n 
avranno seorti minore. 

of sfesso dieansi Adi ‘fi tiratori, ciaseuno dei 

voli tira copi ad un dersagho. de dishn 
ve der cosi dal cepho del eesaglio possiamo 
considerart; Idearti”, da. Visione dei bersagli 
perforati dor colpi peo Vaud tua see di m- 
fermozioni: Se lo scontamento è casuale, gi 
Aacortr devono essere simmeteea è quasi e/spel 
fo al eemfo. Se sono Catti pressoche” addersà 
dr ch una sona, L ereowe mon sarebbe più cass, 
ma sistematico. (n errore sitfematizo ped dipende 
te da su difetto gelo strumento, oppure da un difetto 
del tiratore, ma, cua vetta indiitunta /o esusà, 
L'errore sistematizo pae essere Climynato. 

do Scorto” puo eiguordorsi anche sotto alta 
aspetti , per esempio se du uu certo periodo 
du una certa tonà consideriamo /'oltezza degl 
omini ole vata di fera e ne facciamo /@ media. 
gli scart dallo media, non possono essere Consiolerabi 
come ‘emai”. Ma auche qui possiomo Éroraze 
scarti’ eccezioneli 1h pui o in meno tispelfo olla 


media, ed ;/ fav studio € proprio della Statistrea . 


Arto non possiomo pere a medio aritmeticòo degli 
dearti offenuti da uma medio autmetica perche 
Adulto serolofetti, diamo &, )Q,, --..0m è dati 
CAZEAZICA ZA 2 È (2-3) = (#a) -fha) = nd-na:0 

Yi sono Van edi li salelbre uno scarto medio: 
1) Se perdiamo il volo anoluto degli seorti ; 

/ ‘espressione : Pd 45 = _|ou- a| 

€ delta: 7, 
deviazione medha' 


da derarione media puo essere caleoloto cem 


la stessa formula ove «€ posto di &=m, poniamo:2 My, 
oppure ‘+ È=Me rece) 


3) Se focccomo | quadrati degli searti e Ii 
J 
SommIAMO è £ @:-3)° - = 4 
DEI EI 


L'erpressione: 


ut-4 Zu) 


€ della «u alcuni testi italiani: 
“Dapersione” o ‘lanonta 


74 
mentee L'espressione : 


Dh “6 È LÈ (&i al | 
cdeltoo # L 5 
li lbrsanza ner feci Lingua caglese 


da Loro vadiee quadiata È detta: 


ù 
Heviazione stondad 


è 
od Erre medio a, posteriori” 


CA Ig 
Errore grobebile 


Su Queste zioni “ torneremo precisondele pel 
troltore la stohstea. 

ola Heniazine stondord dA ‘inportantissima e sì 
hora Spesso greprogròmmote nelle cololotra elettronibe 
portatili. 

Faccuomo uu esempio: 

Dalle misure: 40,80 | (0,22) 10,18 } 10,19 j 10,20 
media & = 10,198 abbiamo gli scarti 4,= + 0,008 
4, 310,022 } 532 — 0,018 } 4,=G008 | 4 =+0,002 
E dî © 000088 ; 15 si = 0,0001846 = dispersione 
4 È Car 2,090%2 = VOALIURA 
4, = VARZI = 0,0132665 = _feror medio . 

& VARZI = 0,0/48324 = £uoa medio a posteriori 
© VIA = 0,006633 = ferme probabile 


da 


Cenni Sui minimi quadroti 


I metode der minini' quadrati . (che € 
fondamentale prinepio della teowa degh' et> 
tore) Consiste , un procedimento motemabieo 
di Successive Bpprossimozioni che, partendo dl 
la media delle misure efeftuofe, o de valori 
ossetvat, , (casuo/menti diversi), cende minima 


la somme der quadrati degli senti | 


Le successive approssimazioni consistono nellà 
correruone della media , eliminando quer va: 
lori, che, attraverso gl scarti, sr oliseostono Érop. 
pe dalla media e sono da eonsileransi cnomeli. 
(come moi abbiamo scortato 8,6 dalla media nelle 
sempio fatto). 

I puo dimostrare che il procedimento Lende 
ad indicare « prii probobile valore della. 

grandezza : nisirata ; (utilissimo 77) topografia e 
nelle esperrente Sella fisica e della chimiza ) 

Î/ metodo s; utibzza anche per trovare fa 


le fanzioni di un certo ipo quella che più si Ap= 
prossima alla fensione inecgnità di ew econo: 
Heramo solo dleunri valori. 


colcolo _combinatorio 


Consideriamo oggetti per ora Tull; diversi 
fra loro), per esempio le fottere dell olfabeto, e 
Considerramo un contenitore, (perera lineare} che 
posso confenere solo %' degli n° oggetti. (Exendo 
contenitore /meore, gl oggetti soranno offioneote 
/trno 01) vltro). Re esempio se gli ‘oggetti ‘sono Je lellere 
dell alfebeto, 4 contenitore permette A scrivere porole 
d ‘A lettere. da. capacit del contenitore si ebioma 
Closse” 
Permutozioni 

—Sppontomo Ai aver Asposto nel nostro confe: 
nitore di Classe 4, & Vetere che fermono là 
parola : [r Jo [M[A], o66ramo: K=4. 
Fermutare le /eitere , (gh elementi’ od oggetti ] $/= 
grifica. scombiorle di pesto Vale lo seguente regola: 
Presa come fondamentale una qualsiosi configura 
zione (Permutazione) degli eggetti (fottere) che tiferremo 
positiva, dcombiare due oggetti significa fore gna per 
mutazione ; ad ogni permutazione sl combia segno, da 
positire a megativa e viterena.” Abbiamo eos una 
classificazione delle permutozione . Pitemo permeata 
zione Pari” quella a permutozione (Eofigurarione). che 


abbiamo offenuto da un numero di scombi pari (e 
AQ positiva) . Dremo permutazione di classe 
dispari qu ella olfenufa 0» un numero dispari 
di scambi, (€ SQrA negativa). Ordnariamente si 
prende come fondamentale quella permulazione 
{confî raurazione) ove gli ndier sv susseguono mell'ordi: 
ne naturale del numeri . , ,%2,%, ---0m. 
Sl noti l'arubpiauiti del linguaggio; 4 usa la 
parola : “permatazione” 1 due diversi significati: 
Ycome l'atto di scambiare la posizione h' due elementi 
1) come la comfigurarione d'una determinata sequenza, 
degli oggetti. 

A nor mferessa calcolore è numero delle per 
mutazioni tulle diverse gia low che sr possono ok 
tenere con "n° oggetto (Pel comfenitore di'ehasse n n) Zak. 
sieme di permutazioni use indica con Pu . 


un solo oggetto : fi una sole permutwareme 


lA] Î due permutozioni 


due oggatti : Ph 


bre oggetti à A È 


+ \ de permutazioni 


Snote che, de gli oggetti sono i, glispazi ehe cleli 
mitamo gli oggetti fro loro sono : (n-t) e gli spazi ini» 
z;ale e finale semo due ehe delimitamo la permutazione, 
perio”: (n-)+8 = (43). Quindi se conoieramo dl 
numero ci permutarioni oliverse di' n° oggette , um nuo: 
ro oggello puo essere posto ‘n erascunà permutazione 


du (0+1) posizioni diveuse ; pere”: 


Pos = VAZZIIA 


[gone 
n n n ! (Ara) 
(raolasi perte I) 


old formula vale sol se gli oggetti mon s/ epelono 
Fer gli oggetti: ele s' vipeteno, pet esempio le lettere della 
parola 3 MANMA Sono 5 percio” (e alvezse] sarebbero: Sl: 120 
ma, “His: ripete 3 volte ed occore dividere per 3/=6; Al ai 
vpete chie volte ed' occore diviolere por 01=2 ; pere La peru 
tasoni diven saranno: Si - 10. 

Affenzione , viene convenuto ehe : Ol=4 (de 


por sarebbe «n conferire vuoto, ma rel coso celle permutazioni 
stelle di elem sero) v 
Nel caso dela parola : ROMA n=4 ; 415% 


si Sano 24 resa (ragrammi) diverse, 5 


noti che /a. sequenza delle permutazioni pui es 
sere diversa è secondo der cute con quali’ 

Ci fettuano le permutationi, ma nen variano 

le permutazioni di classe peu € quelle di classe dispari 
fecciamo le 24 permutazioni Selo perota ROMA 
ofiruccudo quelle di 1,2,3,4 je ferendo sepa: 
tele quelle di classe Vased da quelle di clave diperi. 


«lose pori clone dipori 


(+) (2) 
1234 RONA ROAM 1843 
134% AMA © AMOR 4384 
41433 RAOM RAMO 1432 
4143 ORAN ORMA 4134 
2314 OMRA OMAR 2341 
243/ OANMR OARM O 2413 
312% MROA MRAO 3148 
324/ HOAR MORA 3244 
3448 MARO MAOR 3421 
4132 ARMO ARONM 4/23 
4243  AORHM A OMR 4231 
4321 AMOR i A MRO 4342 


Jpredotti degli elementi per risolvere un defeminanti 
sono tali che se sprimi indizi dei feberi fermano la permatazione 
fercdamertati 1423. } L secondi indie fermano Tulle le per. 
mutezioni” possibili e tono da prendersi come positili quell ehe 
rmufazioni di 


frman o 


clase part, e negati quelli che fermano 


diposizioni di clase dispori. Per esempio in un determi 
nanfe di orvdipe 3° Avremo: fer damentara 4,8,3. 
= Am az Agg = Las da, + Lan ay 8 - Ada Lay + ol al da 
+6 23) -(32)+ (2 34) - (213)+612)-621) 
Fermutazioni en elementi crpeluti servono 
per Bre gl Anegrammi Se fra gl n elementi 
Ve ne sono laguali fra bro ; 7 Uguali fea doro; K° 
uguali {fa leo "— 


DISPOSIZIONI 
Considertamo /e Asposizioni at al oli “n° 
elementi di cbsse K , cioe presi Ko a K 
©9n: volta Aireesr. ‘holicà eon ca 
Se, ten @bbiamo gia sto che : Go, = fn si 
hanno le permutazioni. 

070 di aver preso € primi A 
degli h° elementi ed avremo ottenuto : K! 


; 3 9 > 
disposizioni, ota pero occorrerà cambiare 


fi 
almeno un elemento per ottenere altre K! 
disposizioni ; gl scambi possibile fra è US 

element: della classe e gl (n-h) elementi residui 


equivalgono olle paraste degli n'elemente 
ove ve ne siano K' uguali Jo low ed a- x) uguoli 


# (42) foto, cb soronno : ma ad ogni scdm= 


bio Snai KI da pi SA Fi "i 
n'è AE Po) > ne) -t) re 


TSE 
{Dax = n(m-Y e se) ] 


ti DI 
‘Le disposizioni semplier din" dn >) efosse " 
€ i € il prodotto di tonti fattori: deereseenti ,a pertire 
da ‘n°, quanto indica fa elasse K" (n<n). 


Fe esempio le disposizioni di 10 element di chse 
3, daranno Tre fetori decreseenti è partire dé 40. 
Das = 10:98 = k£0 


Ogni disposizione” Afferisee olell'oltra è 
per posizione degli elementi, 0 per qualita 


” 


degli elementi; mentre /e permutazione” 
etono <empre gi stessi elementi ehe oAifferivano 


et PosizIoNE 


fe disposizioni con petizione ore: Kèm 


ritor Bbrnbt 


La, ch, ce) ove 2,4 = elemento. 


Combinazioni 


Degli n° elementi presi Ka, voghame ora 
considerare /e L/assi” (igrappi di & alemente) che 
differiscono solo_per qualita, degli clementi 
indipendentemente dalla posteione che occupa: 
ro. Dibemo quindi : ‘Combinazione di in 2lemen: 
tr di classe &"" (he indicheremo com: (1) ) 
ogni gruppo di K elementi che abbia d/meno un 


elemento diverso. 


Fer offenere il numero delle combinazioni 
di h° elementi di closse %' bastera' dinidere 4/ 
numero delle disposizioni Dx per le permutozioni 


della, c/asse: R. ere: 


Zar 
(L) UR 
[ge] 


ed anche: 
( WET (espressione gia” 
Fi x)! trovata). 


da questa. possiamo deourre che: 


(ie (+) 


Questa uguaglianza € utilizzabile per snellire 
4 eolcoli. Br esempio: do) Di (30) = 0-8. 3/60 
#8 2 20° 
auriche” foi al numeratore dinsi per 1! — 
Sana tile scegliete (/ minove fra K ed (n-r}per 46 
cololo. Se a,b,e,d smo £ 4 ebemenk € nor 
. I, È do 

vogliamo l combinazioni A closse 3, cucì (3) :(4)=4 
arcemo: Qbe , abd, acd , bed. 


Supponiamo ora dli togliare mu elemento 
degli’ n'elemente , pe esempio: ‘a’, motcamo 
che se caucelliamo tale elemento dolle combi: 


pezioni seritte 41 vileva che: 


CI), 


Ma lo stesso ASiscorso può essete fatto su (ret) 


LA-1 


e cow va otteniamo: 

mm tali -. si - 
Cosio 
Consrderramo ora, una ‘importante opplrea = 


zione del coleofo combinetorio ella aspres 


sione olelle potenze dev binowr, per de 


terminerne 1 eoelMerenti. , 


Coefficiente dino DIl 


Consideriamo : (&4)"- agi at sie di - (344) 
SH luppamdo SI ha: di 
(@+b)°= 1 

42 + 4:b 


le 
® 
+ 
ce 

x 
U 


(a+b)- 410° Lz0b +40 
bt 10 + sab +30 +40 
ll s 1084 4h +60 + al + aL 
(uf 107 sab +1080 +10ab + sab eat 
tabell ler coefficienti binomiali che in 
Italia € gerero/mente chiamata : ‘ Triangolo di Tarteghà” 


(na. Bassera nel /506 , m.a Venezia 158%), in Frameia e in quolehe 


testo amerieano € delta; triangolo di Foscol" L serate). I 


tedeschi l'altribuiscono a, Strfe/ (ney-153) Questo guodro 
sr tittova in fest molto più antichi e qualkuno lo PA risolire ad 


Zuelide . Riportiamo /o tabella 


Si costruisce facilmente. od 
dizionendo due valori affian, 
cati’ olel tigo precedente e 

pipataudo ['importe 


solto «1 Aetondo 


FEUMA Ne wa 
a 
è 
è 
n 


Ù 


Binomo di Newton 


La tabella triamgolare dei coellizienti 


) se tiquardota per SUA 


le combinazioni semper di n° elemento di chise 


binomial ;, presenta 


K ove m=(7) è la seconda cotone . da prima 
cotmmna di sol umita € da LiGuerdare come (2), 
quindi la colonna (it+1) vappresenta (7). fa csempiù: 


(8) = TELL, =#0 € auche il coefferente di &l'nello 


svi luppo di (44) 

L importano della tabella e evidente . Essa conffonta, 
Ta con lo sviluppo delle potenze di binomi consente di 
sintetzzire ; risultato 1m unà formula delta Linomio di 


Newton: SÙ Ken 
(a+) = Sa 


Ritorolromo /a convenzione: (P)= 4; oli 4 n 


en noti come la simmetria dello tabella evidenzi 


sic. 


de frmula del binomio di Newfon che abbia 


mo seritto sopra € un caso pareticolare di una 


formule. ia generale delta Polinomio di Leilmz 


Polnomio di 1 cibniz 


ni 
Sa (Qta tar DIETE an) lo polenza dun 


polinomio È 
Amiamo, nella fermula detta binomio di Nevo : 
ni nl asa, - bz0, ed 
L= ima ul; di 
: REGNEE 
avremo: ona e (a) alal 
rare 
ove il simbolo: significa che /a somma 


im 


è estesa a tutti i valori non negativi, interi, 
degl indie è ed 4, (20 compreso che verifichi: 
VIZIATO 

Fer esempio per n35 tali valori «sono: 


13 01 2% 345 
a: 54 3210 


(wi): SETE SS 


<a Formula generalizzata delta Plpomio 
CA Lejbp iz risulta: 


nl CRC 
È verza o a) > (33/03 NTa) (TA aa: Da 


Cretad rig) n 


Er esempio: (ivà9)<3 è risolta da:(3rlrofcnlroetakear trae} 114) 
ostibuendo: z 
usi or apa)= ded + a0/0, +30î0, +30, stia sa tesadi + 6a. 


vi Coefficienti dele CGUEIOPI di Prado 


Sano: d,,4,,%x)--j%a; le radici zeoli è comples: 


se di und eguazione di grado Uh eine (*=%.}; ISLA 
ka); #3 (Xn3%m) Se queste uguaglianze sono VA 
Nole vesta voliela l'espressione: 
fencfare)(x 4)... Ka) =0 

‘n quanto basta sostiturr unò radice per sodo sfb. 
re l'uguaglianza 

Lsegeiomo | prodotti ; per: N32, m>3, m=4,.. 
Spini dpr 
squre. di 3" grado: 
equat. d'4* grado i Pe-(£4) x “é £ $ Tea gle l-0l 
ove: £4a = tizio) = ZIG (IT=prodetti) 


DEEI 

ZIE = (tarda, +olrdy +0, 43 +04,4, + A, 64) 
(Ge è A somma dei prodotti che ha per fattori. le 
combinarconi d' 4 element; A classe € 

ENI = =(kzd; +4, + GG, + GoG,04) 
Che na sommò dei prodotti espressi dalle combi 
n8%zIOnI di 4 elementi’ aly classe 3) 


MG = (KX,54,) 


& Sr caso sta qu solo predetta celle rodie:) 


7enuto comfo che 4 segni’ sono alterni e he 
+l primo coeffrerente (ere quello di x") È Seuapre 
+1 (o può esere cidotto a +1 dindendo l'uguagliana) 
Aia equazione di grado n° espressa 
Ar funzione delle sue lei pud «inte» 


trazarnsi 


Intendendo per (& Tg) La Somma cli 
(E) i 


tutte la combinazioni di prodotti oli n-*adici 


di classe è. 


3 -o 4 - 
per n=2 ; dro pensi (ARTT +2 


Led; corti) Gunn (0) = — bi) 
DIETAS ATZIE.I in) X*; ("= +) 


per 2753 U=ò È 
L>31 > — feed) xl 
Cze n alt t As) 
» 


— (11406) 
ete . 


Combinazioni con ripetizione 

Sr abbiano n° dementi tutti diversi fra loro 
ehe pero, oll'atto della combinozione di clas: 
se K, 4no stesso elemento può essere epetuto fino 
ak volte. Cioe uma combinazione puo’ essere cal 
tuta da uno stesso elemento Epetuto K volte. 
£ evidente che pet fare quella combinazione è 
come se dispomessimo di'un numero di elementi 
aumentato di A-1) oli quell elemento (uno vetta 
€ gia negli n elementi); CIOÈ occorre olisporre di 
(+1 -4) elementi considerati diversi, 

-Se ‘ndichamo con Ca 11 numero di'eombinazio 


ni com ripetizione di n elementi di' classe K avre 


mo che : i 


Facciamo zu esempio: Ci, = CE) 0)= € 
aa bb ce 
a b be 
ac 


Attenzione , nelle comérnazioni con tibetreiome 
là classe peo essete maggiore del numero de 
CIR 2. bi Ktm. 


(LIE. 


per esempio: Gi = (7) (£) = (4) > 45 


; cacao, aab , aac, aabb , aabe 
Ci> | bbbb, bbba , bbbe, s4bcc, bbae 
cece, coco bh, coco, cc a&, ceab 


Data fa correlazione fro k combinazioni ev 
ripetizione e k combinazioni sempliei: e09)) 
la tobella dei coefficienti binomiali (Triangolo di Tex 
Laglia) che per colonne fornisce CE); peo utrkzzorsi per 
coste unò tabelle delle combinovoni con vipetivione; 


ma. queste Labella puo” essere più facilmente coruita. 


se s;osserva che ogni valoe £ La somma del prece= 
dente A ciga_e d'edonna. 


du Combinazioni con ripetizione 


x 


vloislalula|u|z |> [7 


I calcolo delle probobi ti 


l sono due aspetti sul calcolo delle probobilità; 
uma probobil ta ‘oposterioni” determinabile 
statisticamente in base ol rapporto del pumero 
gel casi In cui si € verificato uncerto ento ed il 


numero delle osservazioni <ffettuote. 
Una probabilita: Za priori " dleterminobile 
‘h Lose 9/ rapporto Ja { pumero colei casi favorevoli 


ad un certo evento, ed il pumero dei cost possibili 
per quello steso evento. 


da probobilita quindi essendo im ognr'esso, 
espresso da un rapporto cn cui il numeratore non 
puo seperare Il denominotere, € su numero compe 


so fia cero ed uno be e può esere espressa và percertiiale, 
dla certezza (bbostanzò diffi & raggiungere 14." 
Sai — 


TIZIA 

L'incerteza =$:5% 

La certezza ” È 
fa vorevote ) =0 9% 


LA UA 
BI concetto di probabilita; svolkino ;/ em- 
7, 
cello di frequenza”, a posteriori, possiamo dite 


che : Lacco giù is ento è fregsente, tauto giù è probobile 


A priori, possiamo dire che. “Lanto più e pro, 
bobile un evento, fapto più dovrà pssete, Sfequenke' 


A appena ; caso di occennore che lo porola 


reguente" non deve rnfendersi che l'evento si 
vevficheca ad miezvallii regolori, ani, è estrema, 
mente improbobrle ehe ciò a; verifichi. SL puo dire 
che /a frequenza si auvriernò al \ probabilità” guonto più 
numerose sono Je prove efffettuote (Legge de grandi 
numeri) Faccomo un esperimento: 
I dbbrano due dadi da gioco, non truecoti, e 
con le facce segnate dè 4 a6, le combinazioni 
possibili sono che a ciascuna faccia di su dado 
si abbini tulle quelle dell'alto, civ obbiomo 6x6=36 
cast possibili. ad ogni lancio di dadi. (Zia =6*> s6). 
ledhamo via < casi favorevoli a eraseun punteggio : 


E) (44) cost favorevoli :[4 probl. He 
3 =(1+3);(+4) " eta 
4 = (143); 2+3),6+0) » Xe %, 
5 = (f04); (203) ;(8+2);6+9) 

E =(445); (244) 10243) 1 (24); (445) 

7 = (44); &+5) ;(3+9) 169; 618); 61) 
8 = (a16);(8+5).; (404) (64); (612) 

9 = (st6) 05) | 604) je) 


tou th 


= è Wò ao a » ww 
x 


to {4+6) ; (645) MAI % A 
I = (5+6);(6+5) e Va 
1% col kt6 Ve =f 


Le fociomo un grafico , eiportando rn ascisse 

« punteggi, 24 in cvodimate le probabibti della 
loro uscita ; (emplata nel grafico) diremo uu cliagran 
ma a colme del tipo dr quello preso eiportalo 


n 


Se disegnato Vl graffi: 


ka co, prendiamo olue da 
è oli e per ogni laneio cen 


er. 


lotcamo, (@ perdire cal 
basso) una casellina def 


LA punteggio ofettuato, 
v vedremo che, col cre» 

deere delle prove, eu 
he 


dauvicnamo , dempre 
i 

DA 
Fal 
2 


Adi più alla configura: 


zione del grafico. 
Ja proporzione, perche” le coselle pesono esere motto 
pù fille e perche d graffe0, tm ordindle, puo nere 
dliegnato (n scalo cefpia © multipla. (Cons provare). 
Legge de/ coso : ‘In und serie di prose ripetute un numero di 


vette molto gronde, ogniuno degli eventi che all'alto oi ciascuna 


prova possono presentarsi, s' produce con una freguenzà celoli= 
Va, che È pressappoco uguole alla probabilità che l'evento ta 


all'itto di cn: prova} Spprosimazione cresce co] numero delle prop! 


07 giuoco fel lotto 


Ci domandiamo ‘ grocondo su unò sola ruota, 
qual e /a probabilità di un premo estratto, di 
un estratto, gli un ambo, di un terno, di una guaderna, 
di una quintina !” 

J numeri sono 90, gueli estratti 5 quindi le, 
cinquine possibili sono: (30) = 43.959.268 
quindi ba probabilita di fare cinquina È 7a 
eroe: 8,0I5. Au 100 milioni. (pretesto scorso) 

I casi feverevoli sono quelli che (estratti n 
numeri) imaugono oli combinazioni possibili. 


per la quaderna : CLS = (86)= 86 casi fovowroti 
È 4 


illa: 6 s : 
probabi nile PERDITA] ai 


Letmo (207) = (3) = 314] casi favorevoli 
probabilita: IFK >. —_d. 


43.949.268 748 

dmnbo FS) =(09= 109 f36 casi A 
bobiliba : L08430. - 
probobilità : Liza” BI 


estratto (227) (2) = 2441626 com forerreti 


4ifit: aserene > Ad 3 5 
progobilita : fe 949.268 © 18 7 30 


primo estralto, probabilita”: 25 

% 
Legonde la probobrkéa ola Feguenza, regisfrande eso 
‘vilardetari” là  probobithi vera. 


‘avrei este edi 


Soft esomiriomo il caso dell'estretts semplice 
Se «soppromo che dla prima estrazione il nostre 
Aumero ( com probobilti ho) 2en£ userto , per 
/a seconda estrazione abbiamo la. probobikte 
di 14 ; e cu se sappiomo che dla seconda esfra 


zione non È userto, per fa terra estrazione abbia: 
mo la probobilita "di + e così va Coe La 
probabilita (e per s estrazioni di 


Z Lo + VO ORE SEE Da aL 
Dice: co Id: ra rraffficeiolto 


os , che È sua probabilita” maggiore 
ecspetto ad + cabeoboto co€ puadente metodo 
Lsistono sbobishiche che esprimono la. feguer 
za media d' un pumero. Se posseto quel certo 
numero di settimane mon € otato estratto, quel 
numero viene definito ‘ritardatario’ . Ocolhoria= 
mente è Ertardatari” escono entro un numero 4 
mitato di setimone, percio’ vi' Sono persone ehe li 
gioceno puntando peste Sempre più alte, (onche al 
raddofpio). Feo se 1 numero È anomalo”, continua 
@ non uscite £ molla. gente e arrival. a nen pote 
confinuare a gumfare © gundi perdere somme onehe 
hofevole (o/tee gl inferessi sul espitale antrerpate) 
Pa ekmpio chi, giogaudo al raddoppio (IRE con £ or, pi 


1000, pai 4000... alla decima soltinmaue la pote è d doo: £ 4 


somma versota diventa #2.04p.000%. l'undicesima selliimò 
nà dovea/ versore f 2.048.000,» a la somma totofe versati 
diventa 4.095.8%0,= .... 

Li; sono anebe serie geomebriche con ragione mino 
te di è; par esempio, per S'estrato semplice giocato 
cu ambata , ge le porte sono è + della precedente sì 
ha 6 nneita di 10 vette la prima puntata, 7» qua: 
lungue Settimona vengo l'estrazione (© s;pudero gli it 
msn sul cafifale anfiepots). Se invece Le porte domo è 
# della precedente, dopo 1%4 settimane la vineih 
è nulla, eÈ si tipreude fà somma spesa , lo) solito 
RI: gl tiotecans], confinuande con questa 
que la Vincita mon comfeusa / somma spesa , 
E sua, porolita semper pic grove. 

Analogo discorso per temi, guadane eee. 
ore fa probabilita” di vineni su fermo al letto 


e divenuta prvabiale. 
sppure U sono persone che grocamo , ed anehe 
guolcuna ehe Vince j pero per la «eg e dle 
quali numeri , lè freguenza e lo probabititi den 
dono a Coinerdere € quindi non i saretfeo ne” 
perdite, ne vimerte , complessitamente Ma id gioco 
del lotto nm € eguo, quindi complessivamente È cena fama, 
Iotontariamenti paggta de giocatori. 


SD totocalero 


Nesa schedina di 13 caselle per colonna si 
dispongono bee simboli: 4, x,% e/0È < 
casi possibili sono /e Aisposieconi con ripetizione 


di tre elementi classe 13. 


Dias = 3° = 1.594.383 


Cio s, durebbe La probabilita di’ fare 13 


43% Au (0 milioni. = —d 
1,594.323 


Pero” subenteano alter fofteri che pos: 
sono influenzore /a probabilita. Pai esempio 


£ statisticomente provato essere comprobabile che 
(@ schedino presenti sole x, 0 sole 1, 0 sol02; nov 
solo, e onche provalo che ci £ Sono Ineno numerosi 
degl dry Aue segn;) infine /o conoscenza Selle 
squadre puo determinore partita per porta 
‘€ grado dr probobilita ehe sr verifichi 4,X,3. 
Come sr vede «L 29/20/50 delle probobili 
ta” necessita d'essere ampli ato, ama pris 
ma oi’ pare eT cerebiamo di ' defini e 
uando Un GQuoco e equo, Cicve Greando 
puntondo une certo somma, La prebebiliti 
della (ineta è tgata a/ coeffierente moltipl: 


calore della puntotà n modo equo. 


La speranza matematica 


Dicesi speranza mefematico il prodotto d' una em 


Tugle somma per la probobilta di ottenerla 


Picesi eguo' un giuoco guaudo La posta” equi: 


vale alla speranza matematica. 

Se consideriomo / scommesse, le lotterie , it 
Lotocalero, 4 giuoco del fitto, «e. noferemo che rn ge 
nere non Seno Tegue”. Pe cuempio “Sperando di vin: 
cere:f 1000.000= (mu amibione) 0/ giecco del folto, con 
mu terno decco, nu und ruota. /a posta ‘equal darebbe: 
£ «1900. 000 + L05142! Come sv vede |) giuoco 
el letto nen è eguo, mò a lutto favore olel gestore, 


anehe tenendo conto delle spese digestione 


da è anche da considerare ‘Una speranza 1rndivicdua: 


k'" che spesso non cornerde com la Speranza motematica” 
Per esempio l'imdircluo è portato a credere ad una pro 


babilita dh inerta superiore & quella reale per la squa. 
dea. ». per il campione di euî È tifoso, e pertanto & 
disposto a spendere und posta” Superiore a quello 
egua, perche La sud spetta diumeita è superio 
ce alla pperaura matematica. Cio ‘vale, non sol nei 
giochi, ma sqprattetto 1 economia, eve rnvest, menti 


oculati tendono od abbassare ;/ usebro saggio rinfanie ) 


Probebilità totali 


ln evento può presentorsi n due o più mo 
dalite diverse ed escludenfesi. 
da probobilita totale è £3 sommo delle pres 


bobilitoa. Se l'evento è certo /3 sommo delle pro 


babilità € uno. Facciamo uu esempio: 

Sh una urna Vi sono n pelle d' cui: 42 branche ; 
È = rosse; me marroni e sia: bitim=m. 
Estraendo una palle, la somma delle singole pre, 
babilita' È uo. i ,t,.,m 2-1 


n n au 
Na mot voglòmo sapere qual La probobihbà 
di estrarre sua patta mon biiamea. 
L'ovento può presentarsi a clue medalita' ss. 
eltudantesi : o polla vossà , 0 pollo mattone , pecio 
vale /a sommo delle probobili be. 

Ri (23° =) 
Par m' n 

Numericamente de: $=40 ; 833, M3£ ; m=40 
La probobilita d'enà pelle nen branca Cgil 2504. 


Probeb;lta composte 


I verifi corsi di un evento & comdiionoto fl 
ceri Georsi di altri eventi. Tale evento È detta: 
Compos osto”. Ar esempio obbrasi Quattro urne 
confenenti crescunòo /'alfebeto Ai lettere, 
Quol'& / probobikta' di estrorre /e slessa fette: 
ra da crascunà urnà 2? Oppure di estrarre 
ittere determmote per formare una parola e 
(suol anogrammi (feemoti per esempio di quattro 
lettere)? 


La probobrlta “ciunevento composto È 
DA prodotto delle probabilita 


Mel nostro caso avremo: 
73 34) ia TFESFF 


Ma nor vogliamo ‘mporre una ulteriore co 


dizione, e eIDÈ che l'estrozrone delle lettere 
CAZZATA nell'osdine : KR:0 MA . 
Fosche gl ansgrammi della parola ROMA sono 
24, de È verificata l'uscita delle 4 (ettere , 
da probabilita CN IFESFF > 70 3237, 


4 caso 54 quasi M milioni. 


Probabilita delle couse 


IA probobrlita di un evento © € 
condizionato della probobilitài che si sia 
verificato uno degli eventi 8, , 83, BB, pe 


lero escludentesi.  Ceoé al veriffcorsi del 


l'evento © rinplheè che si siò periffeoto 


7 


precedentemente” uno degli eventi 8. 


4 


Se comerderiomo è LB; come “couse’ el 


veeificarsi di ©"; essendosi vetofiesto Cl 


ci domamdiamo: ‘quale Bi dei Bi ne € là causa? 
Ciascuno der 8, ar enò sua propria pro 
bab;lita di reuficansi e /a indicheremo cm 
Pl, percio” DA verificarsi di uno qualsiù 
di degli ovenimenti Bi) (Fe ro escladentasi) dard 
+ probabilita totale: p(8)= 2 PB.) 


Essendosi verificato Cc", certamente si è ve 


rifrcato uno degli eventi 8; percio; a posferio 
si) drenme: 49-> p(8) = 4 

Ha pe egni Bi esiste muua probabilita che 
SL versichi e andeheremo con E. &:c} tale 
probobrliti. dn partieoCone se Bi %% lo cono. 
dec’ <a grobabilia; ehe essendasr vez. 
cato &;  peteh anehe & la ipdichereno cn. 


PB D; d'la parle la probobi@ ta he 
SL rersifehr 8, ka #5), pe cui la 
“probobilite composta” ehe C 41 yeriichi 
pe effetto di 8; AVE 
= sf . 
| - 20) PA 
Se cnusideramo che I È suo dei Ei 


onemo che la probabili fa che si vesffeti 


"e" 1004: 5 
po -È 6) 89 | 


(fa rudichiamo ora /o probabilita che tr 
essendos; verificoto © ne sia la causa Bj con 
p(c%, 
mentre PE) e A ira essendo 
s' verificato B; sv verifiehi "& 
si cina la probabilita 
che si vexitiechi € dipendente da 5 Aa 


Formule di Boyes 
& formula di Bayes: 


i) L60 F45) 
e O 
dppore promettere asso più di guanto, 7, 
effetti, posso montenere. Snfott, a priori, la 
probobilita” 5). 51 conossarebbe se s9pessimo 
Guole dei Bi È bj. 
facciamo degl esempi : 

Fe die diverse producono lo sfesso arfrieolo 
per lo stesso a cente . 

LA prima ditta B, produce 100 articoli dl gice, 
no eli cu 97 tuoni è 3 olfettosi (Elonda stofilicamenty 
<a seconoa ditta 8, produce 350 articoli ol giorno 
di cui 4% difohosi, E 14 difetto e 386 fuone 
Lo tetta dittatproduee solo 50 articoli d'eu 
nessuno È risultato Ahettoto. 

J peri total prodelli sono: /00 4850 +50 = 500 

PB) 65 de 

pl) = as0 - 03 

PA = gio = 04 

d' evento ©, = prodoffe difettoso , presenta la pro> 
Lobilitol. PA)= dale 2. 3+/4+ 2 sla 2. = 0,03% 


mentre probobilita condizionate sono: 


pEc)= 75 > 2.08 


pa) 0,04 


=_2 O 
P(&)=-% n 
Non conoscendo a priori 8; si caleola la formula 


LI 


U 


di Bayes pe eiodeun Bi 
«LE f fo, 
pesce — n(68)- Goran. 


a (3 > C8, ‘0,%}/0,04 0,82 
pes PIC = 
0,03% 


ar i li 


Abbrasi 4 UrneBciascuna delle quell conte 


ne rispetti vamente 


Bia 12 polli rosse £ palle brauche so 
8, = 27 poll rosse bruehe se 
4, - 3 polka rode 17 pelle priore 20 
8, = o 24 palle bionde 24 

SB 100 


S2à 
Viene estratta duna polla rossa (reato e) 
che probabilita abbiamo che sia stotò estrotta 


CISANO 


Supponiamo ebte stotistcomente siò shot i 
levata 4 freguenzò con ui Vengono Sole le 
estrazioni delle singole urne, € Sia SÙ pe B, 
207 pes 4, I pa 83 l 267 po 4, Dot Al 
CONICA, » PB) = 0,5 


pe)= 02 
KB) = 9,05 
p(8) = 0,25 


ale probabilito” condirionete. ese di probobiltà 
che /l'eshozine da unò determinata urna por 


Ad palla Lossa e00€: 

V-449) = afro = 0,6 
p@c) » gh5 = 0,35 
pb) < 3ho = 2,15 
p(8ec) = 054 = © 

mè @abliamo: per le probobijita' @ 
P(C8) PE) - pp) asse 0 
pie 4) - pe) - p&)p(40) = 92 »0,f5: 0,45 
bE%) PC) = PB) pl&) = 0,05% 0,15 =0, 005 
PB) ‘P) = PE) p(89)= 98x05 0 


e per Je probabilita toteli . FC) = 0,45% 


oste b 


mentre per fa FALA di Bayes oéliamo : 
UAZE espe) LB pic) 


È P(2) 8%) 
IE 
EB) > i csserres 
PC) - eg  0,801868853 
AP(C4&) = —Geete = 0,06393624 
P(84) x DE5FF = 2 
per le proposi ta boat = 41 infetti 


& dala per certa l'esteazione di' uno pela zosà. 


ol Formula CA Boyes sorebbe rferessank 
40 medie;a , ore, oagnostieato unà cer 
molottiaà , se ne gporesse indivizuore {a causa. 
Pole probobilità ta mu certo segrete dr 
prendere unòà certa mobftia ® <h svsposta. e 
Aficilisima « spesso impossibile. 


ze variabili casual 0 stocastiehe 


ola parola * stocastico” derrva del greco È 
te roxd Eopx L'- prendo di mita, cerco, congeltu 
to, cerco di indovinare. In italiano Ja parola “sto= 
castico/a” fa assunto il significato di *congeffira= 
k, probabilistieofa”. 

Sono verrebili sele dipendenti del coso 


fa quanta eurò si ponga a prendere und misura, 
o per quanta curà «ponga a colpire un Bersoglò 
lontano, vipefendo più volte la prova , 31 offengono 
risultati che differiscono Hra foro. Un gum qperifo. 
re,con un buon strumento corra” scarti piscoli. 
Su! mode di trattare /e pariabili casuali 
abbiamo gia accennato al capitolo è Searto 
medio. quadratico” ed al capitolo “Cenni sue 
minimi quadrati * Si hamno vari pr di variabili 
casuali, per esempio le eshazioni al life su 
una determinata ruota; Robabiluticamente p9 
siamo dive la qpotesi di uscita di un certo gruppo 
di numeri, ma non passiamo dive quando. 
Anche 1 pomeri casuol' generati da un ter ; 

‘Random, sono vaziabili casuoli, de, ei le musiche 
dette. sfocastiohe.». 


La statistica studia in portreolore le varia 
kili” casuali, ed usa lè perola “Sfocastica” come 
oggettivo qualifieotivo della Indpendenza” stocaiti 
ca” fra varrobili casuali Si ba indpendezza 
sfocastica guanto due event: casuali non si 
influenzano. fer esempio du suo ceemd Vi sono 
Zre polle tosse e queltfzo bianche, /avento: palla 
zossa, , D palla biamea j du una permà estazione, 
può prokobilist; camente” cateolarsi ca 
ou 4 Ie non veimelliamo la polo estratta 
nell'urna, e safporiamo di aver estate sua polla 
ossa, Je probabilita diventano: VARI DA ade la 
due estrozini consecutire non sono "Stoeasticamen 
te Indipendenti , mentre lo sono se timetome la 
palla nell'urnaà è meseoGamo bene. Se 5, Lancia 
due volle uma moneta , nat gioco a Festa o eroce , £ 


due lauei smo stocasficamente 1 lpen denti î 


dI noti ehe ‘ fenomeni osservati statisticomen 
te possono guardare entita misurabili” come ‘of 
zo di un ceto numero oli persone , ma. possono eiguarda 


re anche "entità qualitativamente diverse” come il eolae 


dj 


degli ocehi 0 de; capeli. Tbfoeio porta a considrari fa, 
frequenza”. Ca la quale il fenomeno 4! presenta. 


xy 
Briemo.: freguenze celative” ornemo: Hitrbuzione 
di freguenza”. Le Aistribuzioni A ffegueneò si 


prestano dg essere radpresentate groficomente 
I dagronmi 09 assi carfesioni variamente groduoti 
per evidenziare e confenere) variazioni è vato 
che graficomente pertebbeo Yaggie. Facciamo aleuni 
agi sopprasertanioni grafiche. 

SC I ohagrammo delle quontiti 
1000 rt omuali di' pioggia caduta, 
in Jtalia , tiporta £ volo 


1890 


annuoli’ alla fre di ciaseun 99 
no e raccorda linearmente i 
valori. Se in dinate poniamo è 
logaritmi dall guantila di pioggia, 
porche a (tnd-Le( Ina) cds(te} 
(sz 


de variammi di ordinoto 


E 
ta 
° 


pel Secomelo diagramma indicamo èl leggribmo del rafgorto, 
cive La variazione relobiva. 

bltro bio dr tappresentazione sono gi “istogrammi” 
Costui de rettauzgoli &fl'inueoti ore je anse si 
separano le classi di Fprartenenzà ‘dv cedinate 
pumerpiliisinditidui che erentea an tale e/asse. 


Fer esempio suddividiamo gl individui in dass di 
teddito. Cioé da 04 3000000 la 1 e/lase ; da 
3000.000-ad 40.000, 000.- LE close; da 10000090 a 
90.000 000 /a JE classe oéla 30 000 000 la TM dan 

E evidente che nel grafico deve cuere indicato Limo 
di fermento e la zona, (regime, nazione cce); 

acome anche precisore se 
IT reddito grodetto pro Gafoite 
o teddito disporitile Valid coprite. 
Per Fener conto del diverso 


sali vraai 


medo di mferpretaze i) tedi. 


03 jo Jo LA 
to di un capo famiglia con meglie effgl' o carico. 
Qualora, Mmvece si Voglio evidenziare le percentuoli 
riscatto ad um totale noto st usono gredie cirertori 
detti anche “a torta” 0 qualiei di composizione e compara: 


zione «I settori. erteoleri st possono Golorare per ei 


denzivre aAfirenze guatitotire. 
per eun faio il “colore poli 

btieo”, 

Consideriamo infine le raf 
presentazioni’ grafiebe corti» 
bite da rell'amgeli sparati, Ii recore a se 
guando 1 vogliamo comparere 


sta. tappresentazione 


Guuppi discreti nm oventi una continutti apordle 5) 
temporale | per esempio i numero degli studenti 
inseriti in um certo anno a varie freolta universitarà, 


e possono distinguersi 1h masehi e fermine E 


| FENNINE 


LIASCHI J'uitaugoli fosso. 
| no essere disposti 
1 du vertieale,eper 
confrontare L'alfer, 
za complessiva, 
dispo’ a porlive 
dalla anusse, in fat caso 11 mosho diagramma aliverrebbe 
come quello a fianco. 
= Fanmine da soppresentozione a 
'asehi ° ETA 
Haschi teffangoli separati as 
presto onche d zagpre» 
/ i 
sentare feromeni per 
(quali sia necessario 


utihzzare /8 dirersa Jar 


Pezza dei reffamgoli’ eo 
me obbamo Sto con gh 


Zeonomia 
Tagegneria 
Medrerna 


—Se,enee e 8. 


(sfegrammi , ove pero /a 
lorghezza dei reftang0@,” 


Là È 
zaspresenta /bomprezza d'un camve nel 
7 f È 


continuo « (Sa... a...) Ne tettangoli' separoti b Jordhe 
2a può essere un elemento, mon consecutivo, mò Indipen 
dente. Per esempi in un orpedole si vuole evidenza: 
re. il torto del personale datinto per colegoria. . 
Poremo sen rettangolo Ber cgpi eofe egoria, Ja /arghe 
zo del teltangolo zappresenta 6 peg? mensile, / Oltex 
za del rettuugolo rappresenta 4 numero di indicro 
oli quella cofegoria; oviomente | area del teffango: 
lo tagpresenta la paga complessiva di guella coleg 


40 ria, 


.. 


* 
sa £ _ 
È 53 è 3 Lun 
s ì = è sta beta 
$ $ 3Ì 3ì 
LL $ Ì $ SES 
€ Di Sì LR 
& Fa 


FÀ 
Si | eur - Loto » tilolo 

VA diagramma di' ew sopra € ele a puro tile. 
dimostrativo e vwviamente non viffetta nemmeno si Spprossima 
n situarioni di ospedali vendi. 

Puamdo CA fenomeno n esome sr voglia eonffanta 


re fra. varie zone di un territorio, per fa“ Aistrrbuzio 
1 2 


: î a po 
ne o fre vente «1 usano ; Cortogrammi . Cioe ; 


assunta come base /4 corto topografica C) geografi 
ce del feitozio 1h esame ; 5! Selimitono le <one 
che inferessa evidenziare , quindi se fa dihnzione 
È puramente qualitativo s/ possono Colorare fe verit 
zone con colori diversi Ke la distinzione € quan, 
titatia 1 possono punteggiare 0 tratteagione le varie 
tone con deusità diverso ) ore il numero di punti © 
de tuolteggi pe eenfiometo quadro regpresenta la guandili 
d'riferimento, gpure: ogni Santo Logpretenta 4 numero 
di tonnellote di un certo prodotto. Per esempio, DI gra. 
fico a fianco Cer 
preso ol! ‘Annuòrio 
sStobistico Jtelno 
per l'anno 19%) 
rappresenta il 
‘Cortogramma * delle 
produzioni di gron: 
tureo in Jtalra. 
Sy not come la 
densita der punti 
evidenzia 4 fenomeno 


“GRANOTURCO 
0.2 50000 91°, 


er completare 1 cula 
7 2 
no anche gi ‘Orgonogremmi” Ore schematicamente sono 


resertate le varie fw di una lavorazione 0 d'un algorifno. 


I più comune € forse o cosiddetto * diagronme a blocchi" 

(097, arg0nigrammi) de sv'usò per 10  programmasione di 

Computer. Si eporta ma esempio genero di 
° un agonigramma , ebe 


zifleta fm genre le pre 


fos'isioni Sogrehe. Lo 


achema e connesso al 
limquaggio ubilizzoto < 
sopratatto 6/ problema 


da visolvere. 

L ‘aganigromma di un pro» 
gromma strutturato suzd 
la comessione di taut; 
soffotrogrommi, ciascund 


dei quali avea sud volta, 


i proprio crganigràmma per 
le qperazioni da svolgere. 
Un'altro tipo di organigramma peo essere lo schema di 
un civeuito elettrico è eelfronico per «sempre fo schema di 
un feloisore Sr noti l'importonza della: “deguenza” 
della intensità e Peguena” delle grandezze” A 


9 coco pe feremeno 


Successioni Pumeriche 


“Dicesi successione cun insieme ordinato di' in 
finiti elementi là euri seguenta € ecordinota 
dall'insieme crescente di tutti i numeri notural;" 

VA singoli elementi sr indicano con Jo leffera 
alla quale e 9poosto un indice "n" costituito da 
un pumero nmaturole ehe indicò lè posresone del 


l'elemento . Una successione sara’ guidi : 


dà, , 2, d, ce da, An 
ove l'indice "K" ed W, vuol «significare un ge> 
nerieo elemento intermedio, mentre l'indice ‘n° 
mdriea l'ennesimo {e ultimo] elemento considerato. 
Una «successione xs, indica brevemente om le 
lemento ennesimo ta parentesi graffa : {an}. 
da successione è determinata se è possibile 
sspriaere i valore dell'elemento ennesimo {An} 
‘n fanzione dell'indiee “n°. In questo caso È pos 
csibile =sersvere tutte gi elementi della successione 
ottribuendo al h° ordinatamente, è dari 4,83... 
dell'insieme der pumeri naturod. Lf e possibi 


sersvere il vatore d'un generico elemento "al Ade 


tonoseramo a quale numero ibfero corrisponda K. 


Awertiamo che un limitoto numero di elementi 
noti di unà successione, non € suffieiente per } Lrni: 
re la legge degli infiniti elementi della Successione, 

pal passibile rpvece teovore una delle leggi di 


successione che verifichi gli elementi noti, 


alcuni esempi 


4,2,3,4.....- fm} successione dei numeri naturali 
1,4,6,8 fa} de Pi wi pori 
4,3,5,% 2-4] ni @ »” dispari 


Supponiamo, nelle successioni soprà seriite di 

voler escludere © primi K elementi; per K=-3 avremo: 
forn} = 4,5,6,t, fr 
denranf = 9,10,2,4, .....fert6 
L08-4 #,8,4,B, fr} 

Comsiderramo una successione che 65b;a costan, 


te /2 differenza di due termini consecutivi {i Vedi 


" 


el Peegressione aritmetica), CIOÈ": (Gen dg = te] 
e delta ragione della progressione aritmetica . 

Afknehe questa Successione sia definita occorre un 
altro elemento oltre "1", per esempio il valore del 
primo elemento , o il valore di un generico elemento 


Ax, (con k note) . permettera” di risolve 0/ volore 


e = Qg-(gt] gni, 


del PDL. (>) en É ro) 


elem 


passromo serivere il termine: A,= {eroe} î 
per esempio unò Successione che obbia per ferro 
elemento 44 è pe vagione 4 ank per pumo ele: 
mento € e la Auccessione sad : 

6,10, , {8042} 

Consideriomo orà una successione che abbia. 
costante il tabporto di due termini consecutivi 
(progressione geometrica Well); essendo: Ans ag” 
ove: 9° ant Pi ragione olella progressione geome: 
trica. fer &. per A:4 € g°L Ai ha: 

HABA aaa A" 
Se di una successione conosciamo il volere e la 
posizione di’ due termini: a, «d dx possiamo 
trovare infrite successioni diverse che comerde 


0 mM Q «dd. Infotti - 1 = acdh ; oppure: 
= (a/a, }&v a saconoa che si scelga essere una 
progressione èritmetica © geometrica Ma possiamo 
alefinire infinite egg che legono gl elementi 
all'una successione . {Pa esempio che Ggni Lermine 
sià la radice quadrata del precedente ; ove delo 
ad, È dohnito: Qm=} Dica); Wa}, Qppure che: 


Qx 3 coi “. ed occomed conorere "L “, owero ; 


&, DE Toei = Laax] tal fax ; è{egpog/agjoF] 


Dot tre efementi una successione a 


4} 
A } dt: Gi - Q;-Q i OSS Am 
di, Uk ; Lucdi 2 alla ct p o 


(ia 
ne aritmetica. Se: (exfa]F (2/8f9- 9 ; la 


successione € Ana progress ‘one geometri ca. Neturo/. 


die che 2,,2;,% smo tre termini di una progressi 
; e 


mente cio vale red a maggior tagione , se le relazioni 
veri cano pri termini noti . 
; 

Supponiamo di conoscere il quinto, sesto, d 

deltimo e l'ottavo elemento di una successione, sr 
COS Li = È o Du LA 

Lsempio: Gy 318, Qj=1% , Q=19, 3 È ppcile e 
conven che € sua progressione dritmetrea con 158 
2, «(45 -(4-)) = e; -6)5) = 413-124 e la successione 
Sora: 2,4 ,7,410,(8, 


corris i pomale a 


Consideriomo ora una successione d segni 
alberni 
Sl honno due cost : G>0 } 2<0 


Per offenere segni alterni bosto moltipleore per: 
i Ud 
€14) de A,>0 }; oppure per: (CIN se o . 
Fer asempio le tre successioni dei numeri 


n&turoli , numeri peri, e numeri: dispore, aq segni 
/ 


alterni e col primo elemento. pasttivo, sresprimono: 


4 


+4,72,43, 24,5, ..... #(09} 
44 Ra fon) = 


+1 noti ebe /a somme, lè differenza, il pro» 
dotto , ;/ quoziente ) ed ogni dltra cpersuone 
diadiea fra gi elementi’ omonimi di' due sue. 
cessioni, produee und Nuova successione espressa 
dalla stessa operazione sur due termini funzione 
di n. 

Per esempio, se volessimo intervollare con teri 
A numeri dispori, civ se vogliamo il termine @m 
e unò successione del Éipo 1 40,3,0,5,0,k0.... 
S' nota ehe questa successione corrisponde alla 
successione naturale a cu sono tolti’ numeri peri 
sostrtuendoli con element nulli. Notare anche ehe 
» cispelto av numeri dispari vale met. 


Consideriamo le due suecessioni: 


2 4 
+8, 5404040 (203 
sommando gli clementi omonimi abbiamo: 
pei 
170, 3,9,5,0,h_--809}) 


ehe È /2 successione richiesto. = (2(1-04%} 


Se togliamo della successione der pumeri vnteri 
x numeri dispori nella loro posizione, eroe 
1,2,3,4,5,6,-. {3 
CARINI I IRIS ERA {80-00} 
sotfraendo : 20,8,0,4,0,6,... i {2-1 -cJ= 
[0,8 0,4,0,6,..... 2069) 
uolendo iniiare con 27 sr sostilusee ad n «dl 
valore (9:4) e vieorcdlando chek(-4"4- ((-)) 
%,0,4,0,6,9,8 -— (&U(4- 00} 


se Arridiamo per 2 queste successioni offenià: 


mo: 0,4,0,2,0,3,0,4 . 39-00} | 


4, 0,8, 0,3,0,4 n fE1-(-0)7) 


sommando questa due successioni abbiamo: 
4, 2,2,3,3,4,h {+4 1-00} ) 
seltraendo dalla seconda la prima Successione: 


44883344 LAI] | 


Quest'ultimo successione, dleunr testi di ondlizi 
usano seriver/a; LA, 2373, -m) 

ove "n nen ha più ;/ significato di indice dell ef 
mente ennesimo, mediante il quale È possibile 7A 


determinauene al ebrica Gy =). 


Gir esempi fatti er pongono la generoltà» 
razione oi vari problemi. Iniziamo sul come 
Infervallare con seri gna successione : 

ASL 
314 la successione data. Moltiplicando per (4/8)n 
=, s)n eve sottuendo ad h° + valore U%) e dii: 
olendo per due tlementi” della successione si ha: 


lo foto Stla] 
alternando i segni: 


Shu rto deo de io] 
Sommando : | © ) £ ; ao lo : o ..j{@® (119?) 
pesto fn =. (04) e i 


6,0, ARIETE /£228 (1-0) 


per esempio: Un progressione geometrica 


che abbia per primo fermine £ e ragione 2 cioÈ: 
2,4,8,06, {2} 
mfervaliata con zeri diventa: 
[_2,0,4,0,€,0,16,0 ....$24-(VR] 
oppure: — |0,8,0,4,0,8,0,4 NIIZZI 
de vi-sommiamo:[2,0,4,0,6 ,0,8,9;l0,- «e-] | 
offeniamo: DD 4,6,8,8,46,1988, petto) ees}| 


Lon cio° abbiamo infervellato ad una progressia 
ne atibmetica una progressione geometecea. (ci 
il primo elemento è dlell'aritmeticà). Se imvece inter 
ralla<simo lo stesso progressione geometuea con 
la stessa progressione aritmetica . (ciò J prumo ole: 
Mento è delle geometereà aveemo): 
2,2,4,4,8,6,16,8,38,10,.. Fee) 5-9] 
S, noti che contando alternotivamente gli elementi 
sono evident' le due progressioni. 
Com cio abbiamo visto che ger imfervellore Ae gue 
cessioni pecorre prrma infervallorle eonzeri. 


Lin semplicissimo programma ia Bosi per stampare 


primi K termini di una successione ove fanf {fig 

/0 For nz°4 to K 

30 Print n, fe) 

30 Next 

40 End 
permette di verificore lo correttezza della formula 
VORIZSE 


Per fare la successione dei reciproci © inversù 


di un'oltra successione , basta ricordore ehe : 


de 
Casi ® 


Fer esempio e/c0rdondo come si È Srmeta la 
successione : 44,8,8,3,3, > {P+4(1-00)} 


UEAZION 34,4, {Alce} | 


Notare che per fare gli inversi o veciproci deoli 

elementi si imverte solo + fuilore rappresentativo 
della fa) non dl fottere (40-97) che € attore di 
pastueme € fessrica ghzer. Questo fattore a 


me olternotivamente il valore .0,2,0, 2, mentre 


0,1,0,4,0)1,---.. 10") 
1,0,4,0,4,0, +. -&0-0Y] 


queste successioni possono esseze moftiplieate 

pe Uz) è pe lg) ed arremo, fommondo, li 
tervallamento di Utn) in Un). e invece rmoltipli= 
chiamo pe La) è per 4/ury) = (eat * offeniamo la 


Un) che imtervallà gli clementi teciroei. 
Altre successioni possono offenersi elevando 


bi di io len)f9 
fa) con espone (827997) «Gee esembdio Ln) 


Considera te suceessrazmi: 
£,0,2,0,2,9,----f1-(-!)"} 
4,3,4,3 4,3, pate 


2,5,8,44 1h, ....{39 -1} 
felice 4 


0,0,2,9,4,9£ 


1 coraelivogi Enc 


2,0,4,0,6,0,8,... IZ# 1-1} 
4,9,5,0,9,0,9,.. --{24(1-0)9Ì 
e pensiamo di porre l ‘espressione dlell'elemen, 
© ennesimo “of eome esponente ad uma diprese 
Sione im ‘n°. Per esempio prundiamo fa prima 
suecessime ora seria e porrà mola im esponente 
ad n asus: 4,4,9,4,85,1,491-- ff 
se vi penramo come esponente la deeonda otte= 
ramo : 14,6,3,64,6,316/%..- fo 
Se fosse data la seguenza di numeri. 
2, 8,3, 64,8,216,%, 
volendo trova /a legge che determinà tale 
successione , la prima osservazione da. dar a 
ehe 1 mumeri dispari amgutengono 1 loro posto 
pesco” 4,0,3,0,5,0,%,-Ip((-0} 
La cestaufe suecessione € composta dei numi 
pari, acupre al. lovo posto, ma gl clementi somo elerati 
alcubo: 0,8,0,64,0,2/6,0, Mr]? 
Sommaudo le due successioni: 
4,8,364,5,206,%, .. Ser] (-9} 
che equivale all ‘espressione : «L n (24 Hi 
molto più semplice . (Baxtebbe pensare che La successione 
413 403,43 EIÌ prdinatamente poeta pa esponente...) 


ma, l'agueglianza : 
pE-CI (pa Va fgte- + & > +1) 
© fa viflettere come esistano ci al= 
gebriche equivalenti ‘una motto pui semplice 
dae basali Va peli 
coi comuni ‘passoggi algebriei. Esiste cioe una 
susera/gebra che permette di trasformore unà 
espressione nell'altra ove il Stmbofismo puo' 
estrimere dee assetti diversi dello stessò cosa. 
Persio aan di capive / espres. 
sione. {(@ Eb} 1 bamno due casi: 
(a-5) ,(a+b), (a-b),...{a+b-)} 
14), 6-4), (or)... fa-berf 
ove Sommamdo offeniame: 
sa, 2a, 22 .... fzaf 
e due espressioni possono moltiplicare espressioni 
du m genericamente espresse da: ho; arremo tela» 
zioni che sommate darebbero: (34)f(n). 
Molto importate invece 4 rapporto fia a eb. 
ser (6 = 8) di ha. 0 RARA, .-. a {t+(-y} 
spese: 20, 0,28, 6, --_afi-87 
per (a =26) 4,365,6,36 ib fs 
bs 8 736 i Af2-0SÌ > 4 


fr a-kb:  jKb*b-gf = + faz 6s] 
bk), bf), be), -e+r3 
Se poniomo 835, 524 obbiauio 
49,19, 0. $6+40S} 
9,4, Il, VA -5c)" 
4,349, {4 +56) 
Aébiamo insistito im successioni ove fa variabile 
intera ‘n° figura. solo come esponente di €41) cse 
€U° perche, {vedi vel I}; e)t che pPrnisce le potenze 
del coeltizrente immaginario "i", è da esso, i numeri’ com 
plessi adi vettori ci consente di gelfare le basi 
della. nostra Ssuperalgobra'. 
I nostro /-1)” alterna semplicemente // segno; 
(-1)8 da la quccessione tieorrenk ogni 4 elementi 
ì C- 12,64, È, dtd... 4 
cd 4, 444, HAT 
Ark 1,46, 74, -5 4, ip (ESTI si 
IA POR 
Per far girare ue seuzo opposto dll'ulinà succes: 
sione : -i, 1 44, Hit, {ci} 
di-b, AV Ai ft 
Li LPP ALS) Gf) TI 
md 00 e SNA 


Al iicmo dall Va possibilita” dh successioni di 


mumeri complessi olternati’ a real. Pe esempio: 


&- 464%} ja Uogi rappresenta una Successione 


eortente Cali | gudttro Fermini: 


(a+ib), (a-b), la-ib È; &+) RCN 


5 le +6 9} 
che botte 


e rertiei di° un tombo. Ihfetti Lis 


nrdjn>e 


cordamndo la ragpresen tario: 
7 


ne dei numeri complessi y. 


Ihe)si hà lo figura sfionce. 
Cerchiamo ora di vedere cosà succede se 


poniamo come esponente le successioni trova. 


be. 


1, 0,3,0,5, 0}; dE(1-09} 
0,/,0,1,0,1,0,... {4(4+C9S% 


(1-04) 
4178,1,5, 15%, SCAN] + 44M} = in 3 I} 
tn feti considerando rn esponente ad n la succes= 


SIONE < 4,0,4,0,19,90,.. 


KEU-NÙ, essendo 
pedni=n, vesta rerilieatà l'uguaglianza : 


&lo+1) - (o-MyF = ott 
5 legami 0/9ebriey 


2°>4 


dell eguaglianza sono che 


entrambe /e espressioni sono l'elemento ennesimo 
clella stessa successione ; i/ primo tecmine dell uguaz 
glama È una trasformazione algebrica della forata dies soprà; 


‘ma. con gli ordhnan' passaggi algebriei nm è 
possibile trastormare l'espressione al primo membro sn 
quella al secondo membro o Vieeversà . L0 possibilita” 
di considerare Und espressione algebrica come 
una “successione” che peo siquardersi come fermata 
in due diversi modi d' eu uno em carattere esporenziale. 
Abbiamo Visto come i, con ‘n° mfero, produca 
la degueanza, delle unità reali’ e vmmaginarie , posti 
ve e negative, e come: (-1)t = (a AB) = 
Lstendendo i eoncetto: 1), avremo tonte radici 
quont'é n° (allo complesse e ciascunà ci esse clara 
Luogo ad uma successione 1 M. 

Ma, no obbiamo imparsto a eoleolare le vaoiei 
dell'unité © di un numero complesso ( I Volume, 
formula di' Moivre) Fer fore un caso seuuplice: {21%} 
equivale a due successioni stile 
12, %, 0 {2093 

-2, 2,4, 0 eV} 
Sramo così entrati ve esponenti rartonahi, vediamo 


a 


com'€ possibile esauunare valori nel emfnuo. 


Funzioni e <—Successioni 


Se nell ‘espressione di una successione £ An}, 
poniamo n=% ed oftribusmo sdx il succe= 
dersi di tatti | valori der numeri da -v0 a +00; 
abbiamo ehe la nostra successione, espresso dè > 
Jeri diseontinui che si succedono in seguenza , (n° 
< intero) e che possono uportarsi con punt; nel 
piano (x,4), diventà una Énzione 1 de la x aziché 
assumere , valo dellà serie naturale dei numeri ) asse 
merd tal; è valori dei numeri reali. J punh' disconti: 
nur del nostwo grafico «oranno accordati dala lina 
cappresenta tiva delle finzione 
In altre pere, se + una funzione è 4 = fe 
dtr,futdmo ad *, ordinatamente i soli valori 
oler numeri naturali (interi pesitivi], L valore della 
bi ba) sono è valori degli elementi della successione 
che ha per legge la de), e lex olventa “indiee* 
aell'elemento. Esempi: 


g3o = vettà delle aseisse sulla quale ‘vebrò di' n» inttx)>0 
5 ga 


4 > dl 
Ysax {20} 


43 6-1) > fn-$ 


Questa corrispondenza ra fepzioni e successioni , ci 
fo eguordare und successione come 1 valori delle ot: 
dinate per le x ® int6), mella seguenzo dei’ numeri nà: 
turoli è ey porta a confronti che possono permette, 
re, hngenere, di'trovare “una legge" che vers lichi' 
gh elementi oloti della successione. 

Sappromo, per esempio, che, dal $ punti per 
essi passo und Conità, ma lè conreà potrebbe essere 
un ellisse ed imtal@ coso la covuspondente Successia 
ne ensullerebbe limitata, come valori. veoli' degli clementi. 
-nvssomente se dovessimo stdiare /@ fenzione: 
£ 2 (1-1) corrispondente alla successione jaf1-t9}}=10,30,59. 
Facilmente disegnamo i punti dellà successione, mà da 


funzione ehe grafico ba? Cominciamo a considera 
4 


ze /a x nel compo det numeri 
razionali, cioè poniamo: es. 
Se n € pori rulla ci vietà di mol 
Liplicore per 2 ambo i termini 
della frazione im tal modo 
anche il numeratore m diventa 
pori, (/ valo dele ig avi conti) 2 introduejamo 
radici reali. Cioé: Cif = si è (4)t=(1}t= eds 
Pencwo!, La Aste sn Auelimee : 43% ed 450. ET 


de potenze con base negativa e4 espo: 


pente eonfnuo, possono ejportarsi’ a xC-1)% 
Con da 4 Xx £ +08. Noi limiteremo ;l postro studio ne! 
continuo con esponenti freeionori, avendo presente 
che anche 1 numeri ;rrazioneli possono essere delimitati ca 
grazioni dl cur Yale differire dot valore del numero è 
razionale meno di un £ piccolo « piacere 

Gli dttuali' cateolatori segnélono errore se chieoliano 
potenze con base negativa , (men esistono 1 logatitmi di 
numeri negativi, porshé le basi der Jegaritmi seno posiie) 
JI problema nen È 
facile. Se riportiamo 
du OMM gli esponenti 
ed im ordinate fe pole 


eli una base negativa, possiamo tracce subito le odi: 
YI »P 


nate per esponenti imferi 0 per inoie di radice dispari. 
Consideriamo: CAE L espressione È ambigua perc 


Lo 


può scurensi in Aia diversi noch. lea ata oppare 


(767) abbiamo le seguenti pessibilita” i 


I caso I cas 


Wi pasa dn vali + sirszirag inanio fraucilit) 
n 


rà 


Ae persi 
\kodajoni un valere o sur Valute YO 


m- dini CY RO a 
Na clip Yume < O du Valenti < 0 


Sono molteplie le meomgruenze ehe sorgona 
da uesto problema. J primo e la condenzione 
dei numeri negati, di ui sr È gia esposto 4 
primeipio eritico (Se da nur varo che contiene 5... 
caramelle me bolzo f, ne timangono -*) 
Un'altra Incongruenca Pa L'spprossim azene nel cal 
colo delle potenze Un numero cazionele der potersì 
esprimere come somma di 1 mero e di 
Mn numero ffarionorie. Ma la frazione olata 
mon £ leto tidanle dal mmimi ferameni” perché 
caubiamo 1 valor. al* = Vishi =(&) (af) 
se acuviamo (08) (8) pu ha l'ambiguito se per prtinà 
La tadia decima e por i guadeato © nierena. 
Questo porta a commdenone di mumers Copri 
com numeratoa 41 eve le frnnon comin. 
Consirinovilo poko) a ha 2 Aqgarona de 
da QUuNR as rada li ASIA rodi ) A 


- Lia Pono tt Mk 
duo”. sti > 


Le Frazioni Continue 


Ogni numero redle non shfero , sara infermedio 
a due numeri inferi. Se x è tale numero ante 
mo. (ed <(0+4) ; ove &, È d massimo ‘ 
fero contenuto im x. É 


fossiamo esprimere : Xe Qt 
‘ 


ore: dC), c/0€: + capresenta La parte detrma 
ke di <. 
Ha onche dd, ad su nIdSSIMO Intero a, 


cd sua parte decimale + EI6È 
a 


Sortilieudo 


cpeteao L discorso per A, = +4 ... 200. 


21 votano due casi: 
V) Se d è razionale /a fazione continua è limitata 
9) Se < & iPrezionele e trascendente La frazione 


tun. CorstilliniEat n 


Facesamo eleunt esempi: 
—S/ vuol s0/lufpare un frazione continua le 
e pasone : 42 ((pumero razionale). Utilizzando 


è successi vesti della divisione s; ha: 


43 44 4 = d+ Fa dt7Tua_ 3 
F da - 3 dii tt 15/22 
a 4 1 È 
=5+ 77 ENNIO LP : - È 
sr GSi STRAINEO DURE 
32/9 3% ALI 
+ LL 
9% 
numero 
espresso in 
2+d- fazione conti» 
L nua, 


Se esprimiamo 4 in numero deeiinale , troveremo . 


usa = 4, PSTIERICIOICEIFRINATI I0VCIO RIISIFISICORAFIA 


IEGIATEZITIZ4O206IESS6tO10 30 8218350515463 9/F5I5... 
numero persodico, ove le cifre soprolineste indicano il 
periodo composto di 5} cifre. 

Se trasformiamo ‘n decimale (/ primo passaggio dello su 


luppo in frazione continua si ha: CTEAMMMETTETE] 


ove È percodica seo fa effo 3. 
Data rue dearione continua limitata è file viselize ella 


frazione del numero razionale , basta iniione dal basso: ra =4 


i Teano de e 


Quindi un pumeto carionole dexà Auogo od una 
Lumeto cationole 


frazione continua limitata. 


DI Dyy 4 
mM Q+ 4 
Q+ LL 
- Ag 
ove: do, A, ,A,....Rx dono una successione limiz 


Late, di numeri interi. 


«Se_of È dun numero irrazionale le 401 luppo 


4n_frazione continua & illimitato 


4 

A, 4 1 
TL 
NEOA 


XA= A + 


ore ct mon è cufero anche al linite k+c0. 


CIOÈ: Ax Agi Lo... e cos via. 


Suiluppiamo ‘in frazione continua Va 

VE è un numero irrazionale compreso fre ded 
civ: 1<<% edoanche: a,=1,G,=2 
ve le porte infero diff =4, la pare decimale 
di fa veli (#8 -4) = sa ; percio” | premo 
pessoggio sod : 


Ve = A+RT 


ma sostituendo questa espressione al denominatore: 
freni I: Spr i 


offeniamo: 


leale e it 4 O 
(rg) +4 ui E 
51 nota che /a o6, =, = lea (+4) e ohi 
Ao =4, mentre: 2>3Q,3 00% 52. 


Infatti basta ripetere la sostituzione: (E la). 


Perero” 


I 

(+1) 
Luidente che /a frazione continua di Va è 
illimitata. è che <@ valore sora’ tanto più appros: 
simoto quanti più termini o .svi luppo 1, considera. 
Supponiamo di considerore casco taut' termini 
di sviluppo che sia ivcilevamte per | approssima. 
zine considerare |' Ullimo vorrà nl amo 


Ca 
per | decimali di c'é (3 - )< + (0,5) (se) 


1 3 L= 0 detto) > 
+5 5 (id {elidelto) ; ze” ze = 0,668 (eccenò 
4 4. i 22: n. 
cre = & «ante A) a gi <oames (CE) 
= s/n = 0,4142018, @ questo punto pessiomo apr 
CA dd 


prossimare: IR = 44142... . mò pilremmo confinusre per 


dare. &b.pumere Maggiore di eifre decimali. 


Mehl ‘esempio oli 2 «1 nota, che agprossimemoe per 
eccesso, È per dfetto) termine: Ax (Kapposime) 
mel isola dello sviluppo £ termini successisf seno 
via, via sempre più precisò ed alfernono L'oppross 
Simazione per oifetto all'approssimazione pet 
Lccesso, eve catiluiscono sima successione 
convergente tomposta da due classi contigue 
di cui termini sono tispettivamente i tevmini 
di indice pari ed < termini Ai indice dispari 


delle. successione stessa; on l'elemento separatore c(A-4. 


4,35 0,5 de = 0,4 Le due elass' 
ta tr che 
Ag = 0,4166 ay = 0,41318. CEIRe 
cortilaiscomo la 
Ag = 0,414885t Ag = 0,4142018, successioni {ai} 


(4) - - 
0, 414213562333 .... 


Questo procedimento € estendibile od altre 
zadie; (rumeni irrazionali), per esempio: (5. 
Sappiamo ehe 2°:4 e che 3*=9 percio 
24/7 <8; La perle decimale di 
(E cè :(15 -2)= 1 persia: 
( ) (5 +2) : 


relazione Henslarmentale pe L'iterszione delle sosti lizioni, 


514 
((8+2) 


Se asotondiono a 4 l'ultimo (+) si ha ele 
la. parte decimale di f5 (84) È doda da: 


di = + 5 0,35 Qr = + 2 0,33829 
= It = 20,2: L#1] 

ag = 4 - 0,23611} Qu - +- =0,236065% 
= 2305. 6842 292 0 

Q5 = -ggi = 0, 23606811 Ag = qui 20236067 9f0 


(We-2) = 0,23C06F9%f... 


-S/ note che l'espressione : 


numeto = Qo + 4 


du 
Rrmette la deferminarione del numero guado 


1 conniea /a /egge della seguenza do, A, -.m- 
Se /a deguenza (256 £ und svecessrone ) e imitata 
si ha un numero razionale, se illimitata she n 


NUNIErO: srrarionale: sndutraseendente 5 


Indiehiamo aleume sequenze . 

Va =[42,2,3,..] pete è 

4 = [4;4,2,1%,.] epete 72, 

VE = B:4.4,5...] rcpete 7 

€ = L:12,14,4,4464-]= Bi124,4] (cond: 188) 
Per esempio volendo risalite ad uu valore afppross 


simato di E Conoiendo /o silufpo im frazione con 


ÙI 


timua : C= 24 LA 
d+ z 4 I 
+ 
(44 
Da h+ A 
Le ieri 
NRE 


finedo = 1 l'ultimo di comsideato si ha (Lirini biminoci 


ni Valori togza. ireliati) G+13f; depef; bf. 


L = SR; ‘E. 83.» 68. 45 - $ 
1+%5 fai ire did 
LEI. = £36 . pe, = 
dtaas = d- | e%e+ 05 2 2,4028,3582 


(ppressimeto tr) eccesso ) e=2,f/828/829459095..... 


her it calcoto delle raedier quadrate =s499e= 
ELAMO su altro procedimento ehe chiameremo: 


Regola delle fari Successive”. Leso da luogo 


a successioni convergenti cu termini sono 


delle fazioni > 7 


Regola delle frazioni Successive 


Sappiamo ehe una radice quadrata di’ un 
numero ehe non s1à guadrote perfetto da Luogo 
ad un numero irrazionale ene ad un numero non 
esprimibile medhante una frazione. Me, € evidente 
che un numero limitato di cifre decimeli pus A 
sere espresso da una frazione. 
Consideriamo la SUCCESSIONE : 184} 
NW = numeratore ; D= denominatore . 
La legge che lega due fermini comsecuz 
Luvi della successione Sia: 
Man ” Da + Na 
Di) Dn +N, 
lina tale successione € comvergente e 


converge a VR ove | singoli Letmini. st 
alternano cen approssimazione per difetto < per 


"i 


eccesso VIa via dempre più precisa al cresce Aléfl 
Aimdize ‘©. 
Diamo qualche esempio : 


va =fm (82 i ur). 4,4142 13562373095 048 £0 1688] - 
pri 
4 i dd 4 ; 
1% È vie at Sd CZ 
a L° h5I ; 
4 de 4$ 248” ; 1AtEÈ, 1A8B, Te 14029, p ANZI, Mette ai 
’ 
‘294048199 
IO I Lust = S asa 


Date /o natura della ‘Successione, a/ crescere sal 
À ben peesto A e D civengono numeri molte grandi 
e la precisione L minae a porta oli incliee £ 
pet À = f ove |{=3,645t5131 


Gy ) Ra Rare ape 0g 


..-% ai 
di RI ST ne s60gzoH NO 
dg e gg cea 325 208 37168 
4 4, 8%) 2685) 0 9, 64S$51900319322 


ore per auee 6 cifre decimali occorre anuvare ad Qg. 
è solo ad Ba soral cnalta cuce la }*ciffa decimale che si 
stabilizza soto ada ad @so 4i harmo 10 ufre sippificotive 
esatte (pen X32 ocamo 34 cife erette af dro) 
Quindi questa regola vale pet numeri qualsiasi, 
ma € utile 0/0 per numeri piccoli. 
-Se / numeri N è 2. non seno inferi perche A 
mon £ infero, si hanno vari casi. Consideriamo À 
razionale ) aree: Asse 5 A è» a 


Oasi Dr + Na 


DORIS RECTA El b s 
L18: À $ avremo: È, 4°, 21, 425, 425, 


10,85 
sole cea 4, 006, 0,4426581, 0,083, VIGILI 
o,FOFINI8L ,.... que, 0,30Y 1129 LEE e apopiol 
(E o,tot1o6}8 ) ; mara = 0,40f10636 ) 

151 noti lloseellazione. dei robni' della. suecessione loro 43) 


Lg convergenza delle SUCCESSIONI 


Dicesi convergente unà Successione quando 
:/ termine fan} con n+% , d Jalove di &n= 
Q, = L tende ad au valore finito L. 
Defimiamo La successione : QA,=0 È 4, =. 
(Oxdinariamente  r°fermine cli una successione 
sr indica con U ma essendo nelle postamo dire 49 


Seri venclo ‘ premi termini clella successione si 


ha: 0 ,NC, Vara, Vaso , suli 
O, 2,445949 , 2,90680, 9,90643,.,,. 033 
<'nota che /a successione € crescente, ma 
4 Aggiunge a € su Valoa dempre < 3 per cui solo 
al Liste mov A ha Q,=3. I pochi elementi 
calcolati evidenziano che Lo successione convene 


assai rapidamente cd & facile teorane su Indice 
< tale che a; difforinca del Civile di uu 
munmo ol va E arbitrariamente precolo. 


da Successione 4A, L, 4,4 converge a zeto 
di Mt i m 
el a cea 
auhe la 1, x15! da converge a zero 


DICI 


La Successione: 404} Converge ad e. 
Abbiamo visto la convergenza delle successioni per 


LL caleolo delle vadier quadrate, e delle ridotte 


dello svi luppo to frazione continua di numeri ir. 
razionali. Possiamo frovare molte successioni CI) 
vergenti,; di pesi ar bimati , per epespio: i 
cala 
drrenta: 
@,= 0,8414%,} Q3>Q96885. | Qye 0,98158 ..} ...... lezali 
£° inportamte la convergenza delle suee 
cessioni, perché , detta : serie” la somma dei 
termini di una successione ; e detta : “cidotta k" 
di una serie la somma der primi K termini) 
arcemo che, tutte le ridotte di umserie con 
x variabile ocdinatamente da 4 adm, Sounano 
una successione , per cu la serie sara; 
convergente te e 40% de, Lo sarà, ka 
Anecessime celle due ridotto. 
II eriterio generale di Convergenza di una 


SUCeessione puo Usprimei: 

Conolzibne necessaria € sufficrente perche 
una successione fon} convergà ad A_d che 
seelto un numero pasihvo 6 arbitrario, di poss 


detuminare su eovespondente indiee na fall 
ehe per lutti © valo di m> ne w abbia: 


Presta condizione esprime che da uu eanfo in> 
dice m iu poi, i valori degli elementi della su 
cessioni souo imfermi Al mfeonolblo : (A -c) 4 An 4 (+) 
Co si riferisce a successioni di classi contigue , my esisto 
mo suche successioni monofone per le quali n? 
velvi, di an cadono nell'intervallo A-)< au< A 

de Lu quecessione È crmesate oppure AK < AE ne 
La quccessione £ decrmenda. da successione SA - 
È convergente a zero . Una successione si 
dice oscillante quando i termini si alterna= 
no ( per segna 0 per valize d'vaso e cernane ci) dl imt) Peutee 
una successione coriiuita dagli clementi alfet 
mati di elami contigue, per cui È Succamione È 
Convergente oll'elemente separatore olelle classi 
e alferuotivamente si avrzina ol limite uno Vl 
ta con valo per difetta, susa volta con ralni pe ce 
do. Una successione s, oi tegola se con 

’ Spare direge e +00 valsa 00, 

n. successione non vegolare < He erllante 
de successioni oscillant' mon divergenti 5 dicono 


indeterminate 4 CA succamioni monotone , Lone 


rugolare . Le puecessine a, 4 aL qui 
“ai ig a 
ta . n 
4 erbe ev-tndeteuminate @ 


La con vezgenzà delle successioni È connessa 
0/ concetto di limite. L4 Auceessione: 
Via 


3 bo] 
po pod Poli (al) = +00 (aivergente) 
«po nl (n°) = Centamte) 
. 40 Li o (coovegeot) 
Jtemimi di uma progressione geometrica. 
cioe La successione : 

arti 
(pe teguive La regola che m indicà il temine 
eruurmo, abfiamo omesso: 9° 1) 


(921) = + (divnganh) 
04) = +4 (coat ) 

Paro Si FOA (g<4) = O (convergeati) 
(= -4) = 3 (oresllante indefenzzini) 


q<3) = tw (cri Monte clivugente) 


La buccessione : a,E, 27 ic: 


avbbe come fetonime 9 
se le cf &- (&-H ui; 


MARIA II È 


Consideriamo le “vidotte’ della serie: 


4 4 4 
14$I$S +0 004 


(Getta serre ormonicà } ed indichiamo com H ter 
mini della successione costilaità da bali erdlotta : 
avtemo è UP AE APERTE He, cel + LIZA 


CUBI 


4 AIR: (md) 


mei ma Mm 
—_— —_—___ “ \—__—— y___  _  _—“ 
“o Ham — fn 
Ham 


H termine : d. È minore dei termini precedenti, quisdi 
ET) P 19 
la somma di m volte re: Fa +£ +£ + cp 
i = 4 confrontola cm (hm An) podi” 
(km - H)> + 
ed anche: Hom > (ft $) 
Corale indipendente de me via na radeloepraa 
do gruppi successivi ancemo: 
Him > (Hm +£ 
Him > (Het +4) 
Se na ria, sost luramo «sommando gli G), fre abbiamo 2n) 


E) ; percio”. I UA » (Pm + K) 


ove l'indiee "n° € posto nm funzione di k 


Ana dude : 
Hr > K 
quiiudi : 


Questa importate dinuostrazione della die 
Porque. Adell successione Adele cidotte della sie 
armonica , dimostra /a divergeur della serie 
Sena He dagepe o + diverse a+. 
Ò Vedi cu seguito serie ormemica). 
Ricordiamo che: la sua lo diffonna., Pi predella, 

A quoziente dei liuiti (tto den Livi) equivale ally 
dove) La )idinsua il prodotto, H quorzuk celle 
espressioni che famua quarato 1 singeti brit. 
Persi” de le Aue Succestiorni convergenti {a} 
e tb} Eonvergono inpetti vamente ad A e B 
Niro: 
Asa, det h} = A+B ( comsnqeati ) 
de fen}= e) (ed) 


DES 1043} F Ag) fa 36) 


Sr fan) - iero 


J/_ numero € 
da successione {CA} di cw' abbiamo 
in cabieoloto £ peomi termini, (PET copchto 


sforaritri). & ,% ,6 ca fleraf} 

Se eh lreassimo oliveffamente sl passaggio al 
Linile arene : Li (4+4)" = (4+ 5): (14o)”... 
fora padeterminata.. 


Considerando invece la successione : 


54 ko ht] 
abbina i Le CTS 
CORI MI = Cer 


"4/0 


essendo n intero «u gene mYA; po <A 


quindi : e Tnt | ( Su 


we 14 uva) 


Le eni 
posi 


bale] ce ". <i \{<f, 


Poche” : 
n sti 
Lam (+4) = Lia 131) = e 
D mvo na du 


e poiché La successione +4) È 
cresceute 2, come dimortioto , 4a due: 
cessione (+% “'! £ decrescente , Le 
due successioni ifaf cd den corti lriaco 
mo dia classi contigue aventi “e” 
come elemento seperalore. 0} Ai 
approssima per difetto, {Lf Ar appross: 


WIZIA pe eeeesso : 


si CS 
m, et) << <(1+4) 
U 2 < e < 4 
? 225 < € < 3,38 
3 2,3% < € < 3,16 
4“ 2,44 < € < 3,05 
DI 2,49 < e < 2,33 
6 2,5% << e < 2,94 
8 2,5% < e x 2,89 
16 2,64 < e < 2,80 
“4 difo < € < 2,34 
e < 2,529) 
e< a,61IC > 


Con cio' sesta dimostrata l'esistenza 
di €" come elemento separatore di 
class, contigue i 

Data l'importanza HM 2°, (che gl 
ordimari metodi o passaggio al limite 
fasciavamo indeterminato) sr evidenzia 
l'importanza delle Successioni e della 
loro comvergenzà. 

Che ci ana a’ posso essere tags 
resentale con ru segmento finito ; 
areudo arbitrariamente fissato un segmento 
Unitario, si tende endente se peusiamo di 
riportare L" su un'asse teole stilizzando 
de due classi contigue che lo definiscono : 

e 

TW 4 di 
208 5 ona 4 
Mentee ‘numericamente’ è impossibile scurete 
<l valore esotto di le Au guanto numero feascen 


dente mon € espumubile me” con una farine 


È) 


aveute numerato e clenomimnate finiti, ne 
con radie; 0 esponenti droziononi di vadizat 


3 base fimite. Lsiste su segmento che da' 
U roboe esalfo di € (le traendisca def cimestrta da Hemit} 


RETE 


Le Serie 


Abbiamo gia” accennato dlle serie, ed alla convergeg 
za dell. serie LE anehe sz), Voglidmo ora dere der 
eriteri per deesdere se una serie € convergente, diver 
gente, aserlante, indeterminota.. 


Diesi: serie” /a somme dei termini di 


Ana Successione . 
i 
Se La successione =} con n tendente all tofiib 
€ crescente , la, corrispondente serie € dirergente , 


quindi affinche fa serie «stà comlergente si termi: 
TA 
ni debbono decrescere . Questa condizione € ne 


cessaria , md non È sufficiente. 

Un ee per desideri de una serie convage, 
o diverse e i[eonfronto con sud sere di' cui 
e nota la convergenza 0 memo. Quindi: 
-— Se la serie 10 esame maggiorante di una 
derie divergente ) ld CIOÈ se oedinatamente x termini’ della 
derie sono meggeri di quelli della serie di em ronto) la 


Serie è divergen fe. 


_ Se /o serre n esome € minorante. di una. 


dezie eonutrgepte , (ene se crcdinotomente © termini dell 


serie semo minori A quelli della serie di conftonto) la 


serie è convergente . 


Zd serr SS 1 ‘ 
SI della Pr09re 107€ geometrica 


Bbbiamo gio trattato a progressione geome 
trica & cfr. Vol I r) definita dal tafporto costante 


di due termini consecutivi , detto ragione 9 ; 


Se il primo Zermine è unitario (41), la serie 


della. progressione geometrica puo’ serizersi: 
#4 I P 


1+9+9% 9 cia gr 


ove "n° € l'indice dei termini della successione . 
Abbiamo gie visto (0 (12), che /è somma der pris 


“ v4 


termini di Una progressione geometrica Pa 


tspressa “E 
ta |Crpprenete resenta che toppresenta /e ) 
Lidette della pidoife della serie; 


Qualora 4 primo termine sia drerso da ino 


at vale Vada le erootte la fermula prù ge 


nerale : (Am:9 - a) 
Set gela) 


che puo vidursi. 


53 223 


Se faceamo tendere n all ‘afinito Re 


hamo è seguenti casi: 


(Successione inte) 
eda ti sà serie e divergente (47=°) 


(24 ha per somma Sa = ) 


coessi one cortante 
g3+l e soa 2 diver. cd (S- =) 


tti tammi =: ì (Sn 39 %)} 


pe somma. |-Sce = 


_ { Successione nulla dopo A, 
g=0 La serie è La 004 eidu 


ce a/ primo termine  @,=-Sn Sa. 


O>I?>4 Questa serie peo dividersi in 


due serie di vagone (9);(4 Fr 0), 
Quella a termini positivi con promo 


? (Successione decrescente) 
1>9 20 a (erie È Convergento. ed he 
da 
(4-9) 


termine: 0; n quella a terminy megà= 
tivi con premo fermine | 99. Per cu 
Barca) LI a A, 
mu (7) (46) SA = 
= 2 <a - ofbbiamo posto il valove 04 
soluto a 9 perché abbiamo evidenzioto 


ise no {-). CA duo aegmo: Sa = SIA 


Cioe peiamo odire( du generale) 


<6 serie È comvergente ed 
ccamo mo_d và ese x 
94) ate AE 
Ga): «fest ER 
Si noti che £ successioni lei termini: delle 
sidoelte , mer due casi Sono: pe(9=*) /a 


successione € Comvergente ed È crescente 
monotona . Mente per (93 -i) /a successione 
È convergente, mei llaute per difetto e pe 
ecumo al vato limite. 


HE coLssione a segni ‘alternati ove NET vet) 
g5pt la a ra oscillante e ndelermi= 


È) 
mata © due valori di Sa Calm 
La succdisione delle violette. €: 0,9,0,9,.. 


SIRIZSO] Serie indeterminata | Drrdlen 


dela melle due serie di ragume 9° 


s4i ha che la prima diverze a +00, 
La seconda direrge & 00, af quecessio. 
me delle ridotte e oscillante indeterminata 


fa +0 € —D. 


Questa serie € importante perche ba run brecire 
3 È 
50 campo di convergenza dh fenzime di 9°, che 
possiamo gar varare per valor, prossimi quarto 
veghiamo all'unita Be esempio geo a,=1 @ La 


È =_2 È = LA = 
ragione 93 LI95 da. Se — =/0000. 


14095 


mentre per 934 questa serie È gra divergente . 
not, ehe: 


SG 1} = Sert /- 4° 
7 DA Sn ‘ 3a 
CE 


Puesta formula consente di' deferminare g po 
ottenere che fa somma degli infiniti termini” dell, 
progressione geometrica areute 2,54 Aa Su 
cioe «L volo della qirù geometrica. 

Tal vota, € gpportuno considerare 9 


mella. Forma : 9=d cn EDO è picco 
È e+e) | PZ 
lo a piacere. 
Ln questo caso S,= d_ ZA A 
159 1 Ge 


mentre: SG 3 LI 2 MEI (ne). 
Vi 


Lo serie armonica 


|edateo «dl 


e dvergente ed ha quindi » So = 00 


Era serie che diverge assai lentamente 3 ne 
cementa. di circa 2,8 ogni /0m termini, eve : 
pesto n=10% dimostreremo che: Lim. (Sun = Spy) deli 
e bufro]= 2,302585093..* . 

Riportiamo alcune violotte : 
So 3, 934968 
So = 5,48137 


Stooo = },4854} 
rSioooo = 9, }8760 
Sioo.000 = 43, 09045 
Sioso.os0 = 14,394}2 
(Fer il colcolo delle viclotte e successive olimastrazioni 
rd Sue della costante di Eulero- Mascheroni ) 
£' molto importante trovare una serie che 


diverga i put lentamente possibile ; perche, puo 


fare da paragone per definire didergenti de serie 
moggi vranti ad essa 
Perero' fa serie armonica € un'ottima setie di 


Serie maggierante ad essa seno dlueag renti 


con fron Éo : 


Confron famo /6 serie armonico cen /a serre geo 
metrica. Quest'ultima per 934 é diregente vede 
maggiorante la serre ormonica . Poiche per: 19k 1 
/a serie geometrica € convergente (Se = rag essa 


mecessarramente deve. essere mmorente (le serie 


ormonica. Aiche possiamo fr variare 9 con contimi 
tai, cerchiamo n 7 = -E), iunissimo ad 4 (com E 
piccolo a piacere ), quei per agevolare sl confronto 


onisimo: sn panasio FI -_ 
Pr aa 15 7° di n 


Ò A+ = ORE. 
S A+YE 4 EA 


Questa espressione del volte della serie geometrica 
e dice che l'inverso di E è % valore dello somma degli 
infiniti ‘termini othe <L primo untario. 

LU 


Comfrontiòmo k due serie 


1 1 


+ e)! vi mn 


ef = mn; ed auche: |Use)= Vv n per esempio! 


per me 40 di he: W70 = ((+8)= 129455. 
A = 100 - Vaoso = (14€) = 4,006938.. 
4 A = 19000 = "910000 Si U+ E) 4,900 922. 


u N = 100.000 «00.000 = a+8) = 4,9004115... 
Quamdo sr amizinà ad 4 (£ picesto), L'aquaglianta 


dei due termini delle due sm amene per n denpre 
più gramde. Croù fa sene geometrica, nizia/ mente 
maggiorante la serie armonica, gine pe uguaghiare 


4 feumini € sa miporante. 


hr esempio per 95 Fa 


4 4 
Seria geometrica terr +da to te 
4 TIE PRA 4 
Serie armonica juedora ar +76 
m = 3124 9125 


7 AE. 4 / 
Ave geometrica. : + Tara * gir 


Avue ormomica : + 1 do Ad 
CIEZA 9125 
Il sorpasso avviene fa nzsist ed m= 9125 pe 
‘e valore dei termini. Vediamo ora d' confrontare 
l'accresermento delle ridotte: Per la serie geomehti 


die 
ca 3 {TTFHE . Meli _ Gre) 


1- FE E (eg)et E Ceto” 
Sa = # +4 ag 

Sere Qumonica Serie geometrica 

Sto 2,9283968 9, 955164 

SS oe 548337} 95, 212483 

I raso X 4854} 632, 568620 

Lev 3,38}60 4000, 954324 

- 500 000 4209015 1000 999993.. 


cmd 0 2- speso LA. 4008,> si 


Si nota come la Aevie armonica verga lentissima 
mente, mentre la serie geometrica converge rapida. 
mente, per Lioveso Affare da Su di SUCLIT" ce 
n'sono 43 cifa decimali di tatti 3. I/ sorpasso per le 

eidoffe donebte cenire per n=(10°% 84) è 

ciusee al diiinure di E. Entrambe le serie sono 
decrescente (condizione necessaria, non suffierente 


dffinehé 4a serie siano convergenti /, mo la. serie armo 


nica € divergente , mentre (a serie geomehica 
e convergente . du quanto fa ma velocita di 
decreseimento maggiore di quella della Aerie 
armonica, Tale velocità £ fenziona di € «le 
mon solo di £, ma delle cornelazioni che delermimano 
la serle). La retocità di deerescimento diventa 200 
per €50, e quindi per £=0 le 400 geometrica 
i Autta mmaggiorante la prnie armonica ed È divenga, 


te, mente par E comunque piccolo è convergente ed 
ni (alia ccele fu E>9) Sele queasdo 


Luo, Suztep= oo. fa £ piccolissimo £ © 
Se guoudiisimo ma. fto. J Sorpasso cine peu 
erotmle qeede , 
L'indine di 109%: 10885 pre E ff). Inseguendo col persia 


Atene di sorpasso oLl'impiecolita di E srha la Seusazione 


ma avriene . (bbicno vid n del' 


Hell''inumevsito del Gaiufo numerico. 


Se prendiamo i ra natural “095 
ZQ: +e) = (a) 4 ha: Lu {1+8}= Ledrd. per. 
AL om di m n Ata. AI amizità nta po è 
quell'E che vevifica /'uguaghanza.. eî=(1£) 

È Qulel= la(i+8) =; e=(106)* posto 6x4 C'uguaglinn 
< rea. al Li l+aze = fee (0+8)8 7 pe n= 0.0 
É= 0,00011513z Lacipoeso. = 0,990 4530 difrsen.: 0,000000007 


per e 50 Ania geom. - 4 +44 -..,...111. = 00 


minie atm. = 4 a 

per End due quem. + 4 “vg! cp el) 
guidi la qu geometica sare maggroronte fa cnie 
amonica. Metre per eso La serie geometrica È 
codamte, per E hiftreniale , Cri tedede a za 
La Aeria geometrica È olecrescate ; ha per iellimo 
lerimine + cd) È dirergente 

Se prediamo nu E (moggioe ea 
ra termine VIA ul dA 

Sv lo PE K->9 A arhbe multo L'ultimo 
Lermine | lese i uguali 2 quello dla fu srmoni è) 


ma de. du queto caro la sguà geometrica È 
maggiorate la Ani armonica e percio direge 
frate qu E Fiale che dia A pui qraudle colei numeri 

Fnit che, eneudo Prglicnaito, da «l ferre li 


REL Lala A Condarzean ga 


rosidezzI differenzi ‘ale . 


Le erdotte ed il vesto dele serre 


Reuma di procedere diamo oleune definizioni, 
Abbiamo definito . Sendotta di ovdine n" /a sovma 
poredale dev primi n Fermini della sere e l'adbiamo 
dudicota con Sw 

Defimiamo “Resto di una serie” la somma parsa 
le dei restauti termini da (n) ada. Indichiamo 
con RA resto dello serie. Sua StR 

RIBNE ST 


sei 


Se La sd £ divergente PP 
I resto della serie è molto importante 
perche” se un nometo trascendente © olefinito da nà 
serie, limitando a consiliari < prom m termini 
cvì 2 tidota Sm,-L valo Hel Resto Br cda lx 
vore che si commelle. 
Fer la see geomettica,: SG, = 429° 


possiamo Sersvere: 


Criterio Generole di Convergencà dele Serie 


Consideriamo fa somma parate di p Fermins 
dopo La vedetta Sn, cò [Sk < €] 
VA ‘espressione è /a sintesi del teorema di Cruchy 
sulla comkergenza delle serre. 

D'altra parte: Sa Sn = Rw 

TA 
sottraendo: 7 (Snp=S3= (Rn = Run) 
4 posto : (Ru-Rure)= Rap 


Coé : Amp = utt +3nrp 


abpresenta la somma oli p_ termini dopo l'ennesimo . 


Aossiamo ora enunesze il feorema: (Carchy) 


* Condizione necessaria e sofferente affinehe' 


una serie |: Q, +@Q,+ tO, Aa convergente 


è che, scelto uu numero & positivo arbitrario, 


4 possa determinore un me, Tale che per ogni 


MIN, La somme di un numero valungue di A 


termini consecuty dopo l'ennesimo, (260€ Rn,p), 


sia in valore assoluto mino di S, 


fear quelrizr MIR per qualiani intero pxo- 


Serie assolutamente convergenti 


Hicesy assolutamente convergente und sezie 


che converge per + valor assoluti de suoi 
Lermimi. 


Una serie assolutamente comvergente, È 


amche convergente . Non è detto pero dhe una 
serie convergente lo sa anche assolutamente 


Una serie convergente a termmi tatti postivi Pa 


anolutamente convergente (E e) 


Identita di Brunocci-Abel 


Cousideriàmo: una serie convergente i 


4 2, + dy + L...+@md... 


ed dma successione monetona e limitata | cioe 


convergente al Lite L. 
lu, de, 0] 


ore: (dl=L) 
£seguendo A prodotti: termine a letmine fa 
termim' con fo stesso indice , st offiene Ja serie: 
[ao + ardite] 
auel essa convergente. 


fatti 


«dofe 


Per /a serie A+ At tt Qt rt 
di ha : Pes fn; x = Gg 


fe la serie: 
LB, + dal + LTT 


detto: Rip" SanQmat dnlnnt "Amp 


= ) Kamp 
Clo : LATO, DE del 3 
[Todi 
as00 mendo fx: gini 
Red dltech) 
Le ” 


rt 
= dp (Ra-ke] Ba) + dra (Ran a) 4 4n, (Rnepos= boog) = 
= Amy frtRna (om he) )+ a (e dle -+Ravp[ Foipir dop) dh Ù Ra - 


erod : 


Kane 


Risp = )_Ra(b8) + da Ra dg Ro 


Kamst 


É£ questa. L'irdentita” A Brunsees Abel 


Ricadiamo ehe ogni è [Ba] < L vogliamo 
applicare il teorema di Cowuhg {[RE, 4 < 


i a consideriamo non decrescente La que 


ma indice m fale che pe ogni n>n Ad ablia: 


[Vedremo nella dimostrazione pere” adbisemo diviso 


Moma, 


IRmpl = =" Ref fatal + lrn IR] + Jatospe |-{Raepl 
Nell'ideatito? oli Brumace - Abel athamo Aggiuto au 
ciehe' lollo L'ultimo termine es quustifica la 
olisuguaglianza. 

Teneudo presente che Rf diminuisce al crerenz 
dim e che £ > fi |, a maggior ragione: 
IR Rome & va a &) +/ana € + fatmep | FEE dr 


to 


Poiche ta sonrma delle oifferenze equivale alla, 


di Prerenza complessita Quel: 
Kamp 
n Cie) = (Soon, - Ara) £ ra] + lo] <2L 
Poiche at solito, abbiamo aggiunto ache” Foghee via 
e porche del © dente che fa somma di due d 


ammo dice, sarai mimore di' due L. ndost luende, 
a maggior ragione DALRIMO è 
‘ e € 
Rel £ PIL+L£ +16 


VARIO (#} 


{Ra np] SE 


Che conferma essere convergente la serte 
I, + dt - - > - con 
ed essecdo: lohan - hip) < £L per Nim cifra: 


Le serie a segni olternoti 


la serie a segni dlbernatvamente posibri 


e neggtv 06 del Ly po 
AT 

a, - Q, +2; -04y+ 44) da 

Le deccescente , ed An +0 pe Mm _, € 


convergente la somma Sn use le ridotte 
differiscono da Sa meno dl vatou assetato IEZni) 


Cerchiomo di dimostrarlo 
Consideriamo le somme di 24 termini e di 8h+1 
termini otra dl termine ennesimo : 
Rnsh = Clara + (4) ang + ed dna 
DA host = Ir Sat IA + Lll'ame 
moltiplicando le due espressioni per (9° Ai ha: 
ia Dea E i dina 
(Roche Î = ansi - mr a i Amt + anrhed. 
Se raggruppiamo le differenze di due termini consecus 
ti (positive, escendo denescenti termini) ed essendo positivo 
sl femme Onsohsi iu più mella seconda espressione | 51 
puo dive qualiscau ci l'infovo p. 
Ma differenze possono essere seritte.: 
Eanclii 
Cri. Bri (terr Qua)- > + Pucca Buk) (sal - Gant) 


i moti che i fermimi a deftane sono tatti positivi 


dn cutranbe le espressioni , percio” quale 
sia p (ciò per a mumero PARC © per su numero dispone 


di termini} neo: 
CSA £ Ame 


e per guanto sopra oletto : 


0 <(YRn,) <Q 


ma: en (ann) = o, pe cui [Ragl< 6 trude azero, 


cio La serre È convergente 


[Rupe Sughi 
Q 


Se faceuamo Fendere P all'infinito: 
| 0 < (o) Sa) < Im 


testa oimostroto la seconda parl 


Ma: 


Quindi assumere la ridotta Su al posto di Sa 
sigpifica commeftere un errore per olifetto minere 


di Gm. 


Diamo alcune pledzion: 
w/ / 


Lo serie di Hengol 


PA deve convergente ed Sa =4 


fotti: ( y \_ E DA ) 
m(m+) mn mi 
Percio' La serie può essere seritta: 


CHA] 4) 


ove si elidono tulli è RA salvo ni i 4) 


MAI: = Vai n 
i =0 percio Lo somma € 4 


Sr noti che la serie di Memgoli È la seie armonica moltiphi 


cata per (Ga) : 


Per la. Sen 


dit ing 


73 It sE e) | 


operaudo come per /a seve di HMemgoh' si a. 
LOSE i zi 
(Am_ifen+:) 2(In-1 2mi 


perero ‘puo essere, seria: 
4 


eli A 4) 


e la serie conrege fa 


BPnehe la serie: 


T5t34t350 m (+2) 
peo Scomporsi : 
dA È 4 4-\L 
n (n+3) n m+2/2 
de pontamo: m =fm-1) 


do di “at 
n(m+2) (mm +1) 1 mi ]% 


Passi Quo SCrIVELE : 


AAA AS 


ore non si @nnullano è ralou IZLESI percio” 


Questa serie puo essere Consjolerata Le 
druidi Hereuna fa AULO AVRO AUMONI CR 
completa a termini posti CÒ) sua ALS 
Atmonica a eri megativi maucarte 


dei due pumi Lermimi : 


ti Ta fi 
iaia “bla 
dl 


Consideriamo la serie: 


liprbose AA +La 


£ uno serre ati di ragione + , converge 


te ad Sui. 
esempi 
cit)=a — = 2 
dim (1+$+f* 43 2-1 


v sapido = DPa4 
Lim (1+$* + # <>; - 4,5 
N valore della serie diminursee al crescere 


7 
serre diventano nulli’, setro « primo = 4. 
perio per x+ 0, La sere d convergente 
So 4, ma amehe Sn=d ed Ry=0. 


Questa stessa serie puo' essere a segni alterna 

bi; I 
id Toga i 

È Fd de +] x 

abbiamo visto che quehe con ragione negata (9 

la Serre geometuca a segni alterni € comvergente 

(se EA della ragione pata «l Agno (+) al demomina fere 459 


ea E APRI SIAE 
Lira (4-3 +-h 800975? O Tir 3 


della x è per Autti x termini della 


Consideriamo la serie ormonica a segni al 


fernati : 


Sono soddisfatte le condizioni espresse dl 
paragrafo : Sewe a segni alternati”, percio” quarta. 
serie è convergente e le sue erlotte differiscono 


de so ene di {n} 


Son = L= 1a ccp la i del 
°2m $+1i + + ra "a Îa 
notare ehe per denominato dispari’ si ha(+) e per denomina 
lori peri ‘s'ha €) percio 
Sn 3 GEAEACARI - tb Do) _ s(lpo4-40 a)» 
e moltjplicando lè du eyideuna.: 
4 
Sen "(tr 4sgit +egob)-(etie 4) 
Se com H, dedichiamo le ridotte della serre &rmoz 
nica Sti he: 
Sur gta 
Ha. moi non sappiamo ancora coleolare le viget: 
fe della serie armonica , percio dolbiame primà 
trattare /a serie della cotante i Eulero 


-Mersheroni , cio' ne evrdenziera L'importanza. 


La serie della costante di Fulero-Mascheroni 


(dat polipo polpo 


CA 


Serie convergente che ha per somma /a costante 
di Eulero -MascheroniY=Se = 0, 5/{2156649 0158 
Anche questa serre & la differenza fe la serre. 


armonica (ergente) e la sere de (234) pure 
divergente ; 


Vediomo prima dd tutto se ventro nelle 
condizioni poste per la Convergenza delle serie 
a_segni olterneti . 

)I termini debbono decrescere in valore assoluto : 
I termini della serie oxmonica sono decrescente 
e porche”. 45 La 251 ba successione dei termini 
1 valore assoluto è decrescente. fotti 
S9ppiamo : (144) < e < (164/7" 
prendendo 7 togaribri , 
(n) boleh] < 1 < (ogle (1-4) 
considerando separotimente le due disuguaglianze 
a(1) Aule) < £ A 4 04154) 


IUATI 
festa dimosteiato La prrè comduone e possiome 


seu [EE] 


Sequenza gecrescente ' tre termini aenerici conseuatili 
234 


2) I termine generale dellà serie si annulli 


er + 
dra (4)-0 e Lin (befazi). fcltufa): Mli)=0 
percio’ Lo serie È comvergente . 
Indiehiamo em Y la cotanta di Fulno -Horheroni a 
Qui Converge la serie: 
[6a =Y Altalene frate Ra | 


Ha per ik teorema sulle serie è segni alferneti 
dere cme : A eoÈ, defto 0 uu 77 
mero minove di' uo possiamo die :| Rn= 0... (ra) 
(e indice (0n64) di 9 è perche (io)è dl (mv psimo finesne ) 
Raggruppiomo ol solito © valori positivi e quelli 
negativi ed dbremo: 

IZ 

Ha = (1040441) 
Y= K,- Lum) + ca 

&9g inmgendo e togliendo La (n) e tisolvemdo eispelto 
QA Hn di ha: H, = Au (on)e Lu (me) - Lu (n) +- Pest 


poniamo 3 fi In (e - Lana 
ui 


Mediante il teorema sulle serre 4 segni alter. 
nati e stato possibile stabilire che esiste un 

valore fimito È (costante) a eur converge là se» 
ue : disse S); ed è stato possibile affermare ehe 
(Su Sa) = Rn <P) ug al pasto degli 


fribi termini : #4 - — Luft2/4 4; lupa] + 


abbiamo posto ha Pa de, ; per n 00 Ai ha: 
per ns; «Gen +0 } ed anche Laft+4|+0; 
per eu: 


Y= {0 Hm - La[ml) 

Questa costaute #4 scoperta da £Lulero lnel (43); 
fi calotata da Mascheroni (nd 1830) con 32 &ifre 
decimali, pero” giuste solo le prime 19; Successivà= 
mente Gauss pubblico il valove con 88 erfee esatti. 
Hiralore con 18 cifre decimali È Y=05}} 215644 901538. 
(alcun testi aboliti a 3 / ultima eifra) 


Questa corante © anche il valore di aleuni infegrali de. 


Fail: (Edad = if) je =} 
{#4 4 (- -eTh SY , ee 


Tenuto eonto che {1 diminuisce al creseere di n, la 


Sormula S A, Pe Lalm+ Y+f 


s/ presta bene dl calcolo delle viaotte delle Sette 


AEINIDIE de 


Forniamo dlla serre: 


4 4 4 vd 
4- Pri gt 449% 
stavamo timasti a: 


sostituendo Je formule oro trovate : 
Ln =[(4hm+r+£,) -(&eh|+r+£)] 
Sen = [e/en/- Lala] + (8, - £)] 
nec Le (fm - e: G&fn/- top Lia 0) 
di Zar] 0, 69314t/81. 


DIL Jia ora La fa serie armoniea : 


scostiluendo /e 3 ora trovate: 
Lei ... fin] 
Pecene: sod St =° e: bafion=] i - Laltof 2 


na; de .. 3 


a ta] 


ola generalizzazione é abbastanza ‘importante 
perche, la ferma indeterminata v0 - 00 j 
qualora a espressioni’ ehe d/ va la determi. 
ramo, possano esprimetsi come : (Hen-H.), 
(pre Hat solito, inolieà la viiettà. della cose armemibà ), 
/'indeterminazione € immedisfamene vsolta,. : (tute). 


<a serre a terms positivi: 


formota dai quodroti der termini della 
Serie armoniea, confrontata con la seme 
di Mengoli 1+ +{;* st e 
Ligutta minorante iu Vili v termini salvo primo, 
per cur e Convergente . 

£ possibile dimostrore che la 


SOMMA : 


mentre: 


Serie di potenze cei numeri naturali 


A termini positivi queste serie sono civergente, 
Pa pero’ possibi le calcolare le ridotte con una bk 
mula. 4 serie sono del tipo: 

1° +20 30% 00m 
Fer trovare le formule delle ridotte ei si avvale del 
lo sviluppo : or) are Fans 
e delle formule precedenti: sotituendo (1-1) (m-).... - 
£spopente 44 
e n + am + 4 
fn eta atte wet + ale) + 4 


2 


forte) Re 4° dg Tad an 4 


Sommamdo SI Di G Pa 
elidono è tam: fra4) =4 4 2% st 
Mi de Tel membo] È 

2Sn= (me) An 


Risultato de, peo altra via, areramo trova: 
bo per 


4 progressioni aritmetiche (4 I vee) 


(oe) A + 3n° + 3N + 4 
E al = pi. alri slo) 4 
60) i pal 5 4} + 3040 +30 + A 
ta P. 


a SÙ dad 4 


Sommando ed i 
elidendo : long +3 S, + 35, + m 
3, (n) - 04 - 392 
3 


e a alata 
È 3 


5.3 (nr n*+20 04 - Jr — A 
Ha” 3 LO) 


è 


Se lA v]804) 


27+1 7 


per esempio per Mme 40 
L'el+Settt = 


1, 5, 1h, 30,55,91, 10,204 ,385,385 > somma progressiva . 


20420, SU. 
ce 4 » 38 


Laponente u=3 


| 18,2%» 344% Coi oi 


fra n ent den + an 4A 
{-06)"- SPY = bf UIICONER O MT 
(opu)' = fol = paf atea) e cla i ln) 
TE rile sl Dee bla 
fred]! ARA 44 +1 


Sommando ed 4 
elidendo Jbeg =d'+ 45465445, + 


45,3 e)’ €5,-4S, = (61) 
4 So = (nu) - Aonlo:](tme}/ intime], 404) 
455° = (104) ntvamta) hp fem) - tn + for) 


458 = (00 sfrsf ferri feno] 


. 
Sa AHI |P ant 
4 


I 


(i 
Si moti che: Sw (Su). 
Netiamo auche la somma dello #0 luppo, 
um esso abbiamo 7 coefficienti delle Si (em 
è crescenfe dla © ap) ridente: a quell’ di' frry” 


to consente di eralizzare /a fermula 


sendo per x coefherenh x€ traugolo dlge 
brico (dette di Taztaglia). 


ed ANNUO è 

4 —___——_—_—- = 4 

dA —————_—— = 4 # 

4354 —T __n)", 4+35,+59, 
43304 ——_bf= 143548 
44 GC 4A pot 40 Sn +6 Sn +45 + Se 
4 50 lo 53 x {pf = 

4 6 15 20 45 6 4 — uf - 


tu 3535241 f01° ft 
494 6 FS 814° (n= 


1 36 ds 369 date 
Quindi : Sym. 


Sa foelan 4 e (me) | assisi 
è 
RE I AI [prgn i sa 
3 
Ste lol so RENE) 
4 


Soft e (941)E PO 89 SOS SSA (lretleraentenal]1t a 
5 5 


nia TTT 177/67 Plrrialà gereroliaata* 


Sr _ af) eee grane 
È 5 


Criteri di Comerg enzi 


Questi eriterò si epplicono a serie a fermini positivi. 
Abbiamo gia visto il criterio del confronto 


core moggiorante uma serie divergente A divergente 


Serie mimorante uma sese convagente È convagente ) 
Abbiamo visto il eriferio generale di eonvexgenza 


(terrena di Cauchs} vediamo altr’ eriteri: 
Cuterio del sopporto : 


de: Lin. (fa) < 1] > La gere ca squbergante 
der (ta n) > 4 > £ divegente 


Lim. {Ln ) hem possiamo dite niente 
la an 4 > osigmo dite nrente 


Criterio. dello radice 


di a serie È convergente 
Lou (72) > A pe, é divagente 


ANZI, = 4 —_non possiamo dire prente 


Creterio di Kummer 


Sia: |R,+0,603+ -----+Qm Uno sene a termini > 0 


cio positivi € 512: |A, jXAx,%, n | -uma successio 


me pure a termini positivi 
Se da uu certo indice in poi s'ha: 
dn 
| br ia Cap > K 


(re x € und cormtante positiva) 
cda serie è convergente 


Se invece da un certo indice de por si he: 


<o 


LL 4 € divergente i 
allora la serie i esame £ diergente 


eriterio di Raabe 


(E uu caso portizolore del eviterro di Kummer) 
de Am: 41 3M+) di ha: 


Are, Pas - | de dd Cirnite miste 


ove Kr È suna cotte ‘maggiore did | allora 


da serie convergente 


4 Gdi Remenn 


Consideriamo la serie: 


4 
Preto | 


costituita dalla serie armonica, 4 cui termini 
sono stati elevati alla epesima potenza. 
Per 4=54 sha la serie ermonica (divergente ) 


a 4<4 magg orante la serie armomica Hlivexgente) 


u 4pir /a serre è convergente 
Fer slimostrerlo vsiamo ll eriterio di Raabe 


cioÈ: baud aaa sostituendo : La patent 4 = 
= dine ff) -]] = Liga Mel I Volume 


pr, 
abbiamo dimoshato (frenala n'10) pi Lim (eegza) 3/, 
jo: the) Ra 
peri Fd agli è pa ‘4 la 


serie è Quimdi Conver si 
; condirgente. 
Abkiamo gia indicato {/ caso pasticolore 


di 438 ove la 4omma d Udi su generale 
per 434 (qualsiasi) La sommo. € delta La 
fai di Riemann. 
fa s=4+€) con E »0 possiamo bre una 


oliscussione aneloga a quella che abbiomo fre ael 
conlonte ° fra cometrica 2 fà soue armonica. 


lo sezie 


Prodotti in finiti 


Consideriamo la Serre: Q,+Q,+ tant... 
e poniamo: b,= € ; b,s e ef) cub 8°; de 
facciamo x prodelli : 4 LIXL)- M)= Viliizzni 
ed indichiamo con TT 4 simbolo Lo prodett 
Wai abbiamo sepralineabo TT pe disfinguento da 
W=3,14169 ... Alta dirersificono facendo la gambe. pr lunghe 
I: por vibeniemo che sia. meno eguirecabile Sa sopralinea 


dura. I bh), Pa quindi PA prodotto di rifiniti teumini 


che sarà convegente o divezgente de Zan NA 
convergente © Fans Se: Can Lalla 
774) = 8. ove L'È l logaritmo d' a 

"i detto : iena di un prodetto vnfiz 


nto. 


Ordnariament è definito: predette infinito La 
sequenza de prodotti (E= (os); . R=f+4f4+0,) DARE 
Pn = (e uY{+1) (to) ; &e sono /'andlego delle 
tuulotte delle serie 


Ba Tu = 


Con Nr 00. 


feufieu[ta) cfr o) Il 


ore: 19. ; du 459) Aono x fattori del 


£ bene precisare che il prodotto infinito È cone 


gente quando PI convergente tu seuso stretto. ed 
è dirergente sinche L= 100, dia che Re =0 
I prodelto infinito peo essere zero da che lo 


sa uno qualsiasi der suoi termini, ua ehe lo die 
venti al limite infinito. 
@riferio generale di convergenta 
Condizione necessorta € suflciente perche 40 prodot 
"O 


to infivito: Ras = IT +0) + = fsofieu).... feta), mel qual 


nessun fatfere sr sia nullo, Aia coni vergente £ che scelto 


dndiee n, |; kl che per ogni Da e CETRA sap, 


di abbia : [/e4< 7] cai 
Gp = (1+0pf{t+0ny} po (Abnor) 


Si noti che cio' 4: ua qudnoo la funfyo € 


im fg = o der ws (+4) 3A 
e da ru certo indice du poi i feti sono. presode” 


convergente , De 


n Lea, 


surilari € quimoi 4 proaoffe È; DA Esa < 


cIninote di un S° arbi CRETA piccolo. 


Le «Serie doppie 


Una serie 1 dice doppia amdo £ suoi 


termini sono ordinati secondo due successioni, 


e quindi sono dffetto da due vndres: { A5,4Ì 
Lurdente che le serie oebpie tichismano un 
Capo Srdimensionale , analogo 2 guello delle 
amattiei piane. (* abbiamo aggiunto fa parola “piane” 
alle matri, per evidenziare che sta le motrizi, sia le serie. posso, 
mo indierzari iu campi Ledimesionali’ . -- onecliricaiicali) 


de serie dope 1 presentano quindi nella 


forma: Li + Aa + ag mt 
+ 8g + aa +@ag + Ren + 
4 Ig 
+ Imi + Bore + mgt  Ramn 3 


-Sintetrcamente una serte doppia st simbolg» 
te 2300 4200 = 
IF E Z Ua | Ze = 5 


de de bisolte osumme Parti al SL è indicano è 
VECNDE 
EE = AI | 


v 


per £a convergenza ; x 
coei u ES 7 Sn 9 


n $ Ea) ; 
Propri ela delle Serie 


Fremesso che dicesi proprieta associativa , du mà 
Sequenza di qperationi “Slim ehe della Pa specie, 
n o di poter ‘associare’ greppi di ‘operazioni fu 
co Lo cambi ul risultato. (odono di questa proprich 


La somma e la moltiplicazione } per 4. 


Qy4 Gr 403% gt Ot 3414, = (orna0a)e luo da ) 
BIN {tn} = Li. Nba] [LIM] fto) 
J quuspi di associah' sono del tatto arbitrari A 
dt At 4 {aan} tarsas)e «fra, 
basta che è termini (o © fateri] sSrano A 
e Solo quelli dh partenza non vipetati . 
Dicesi pueprreta” CRA della moltiplica 
tiene e aliiisione , tuspelfo alla somma e sottrazione» 
o della portera e radice vispetto alla moltiplieazio: 
me e divisione jd fatto che d datre mottiplicotire, 
0A divisore di tua somma © seffazione e mista, possa. 
anottiplcar Lo. Gomma (e soffrazione] mel suo insieme 
o distebusca 4 prodotto <UI singoli dddend 
a(6+e-d) = ab+ac- ad 
b+ e-dj:a = bat a Ia 
@ yi uo Poi CO ira 
a: sy = le A ly 


Dicesi preserie ta commutotira della somma 
e della Gialli ieaine, 1) fotte di poler ses 
biare gl addendi , o, lei VIZZOA che cab 


il risuttolto: (XV cambio pr pesto € arbitrario) 
a+b+c+d = badia+e 
a. bied - 4:d- acc 


Se ad una sere aggingiomo e toghamo DIA 
numero finito di termini il carattere della serie non 


cambia ; de convergente cambia il vsulteto di' Se. 


le der Aeue va { cioe mon oger Monti} godeno 


olella brovrieta associativa. 

— r__ ———-. 

de serre regolari nn godono della proprieta dissociotià 

dinfatti hi ami: (1-4) + (1-4) -. +9) converge atero 
La AI t+ o att 


£ oscillante indetamineta. 


Se uma seme convergente gode della proorieta, com 
mulaliva,, cioè mon muti valore qualumque sia la legge 
che regola la sequenza dei suor termini, allerta è 


detta acondizionotarmente convergente 


lina serie a termini positivi {ene ativi) Comerge 


@ dirage sempre incondizionetemente. {godono 


della proprieta commuj tativa) 


Se una sevie contiene infiniti termini positivi 


ed frfinit, termini megotivi , può scimdersi a 
due serie : una a termini tutti positivi, l'altra a ter> 
mini bull; megativi. siam ff} 3a ; {9]<01) 

Se guest ue Age sono convagenti (4 Pa 
visto che lo Seno amche incondizionetamente) anche 
la see dala (somma di queste due] € convergente el 
incomdizionatomente, (gode ori La prprie la commuta 
tiva € asociativa) 


Se una di queste due serie € divergente Lo 


E quche la serie dota sd è incondizionatamerte divegea 


le L goole ese alelie oroprieta commufativa e anocistiva) 


Se eulrambe le serie sono dirergeuti (usa 


a+ L'altra a; SI puo cambia L'ordine dei ter 


Mini mn modo che Ju serie dale direga « +2 oppure 


ESRI Om (R)= e De Lon, (CA =0) 

n 
Nella see dota I può cambiare /'oedine ole; termi 
ni durmodo che contega ad un valere prefissato. 


(0-33 (Pera di Riemann Fa 


condizione necessaria e sufffrcrente affimehe' 


ua Sede sia ncondizionatamente convet= 


gente è che sia ossolutamente convergente 
(Peowa di Deichek ) 


Facciamo vu esempio : 
; Dar 4 . pera 
La ame: | it3-4+ +V 
abbiamo gia visto che converge a Lul); mente 


La serie composta dai vato assoluti ole suoi 


termini € La 400 armonica motoriamente diver 


gote ce la seu propesta nn € assoluta 
ment convergente e qusndi è: 


con dizionstamente comerzeale 


Notiamo ehe /e due sere: 


Lats 1 + 
Tn-i 
} cH4++ +F+00+4 +) 
sono minoramti la serie armonica pet Al eriterio del 
rapporto I ha: 
. [Bmai lim /22_ 

iero am! Ped fo (224) = 4 
mon posiamo dite nulla, eppure L dui serie sono entuuube 
divegeti, essendo diragenk La somme dei Low valori assoluti . 
Se ua sola NU divas reale 7778 saralte conragude Ja Seu, a 
Aiino catbozicati, n= Co il fesuuma di Rima Sdin:) 


Operazioni aritmetiche #9 serie 


Somma e differenza. 

vo 
Date due serie.gE (Gu) eB:£- (bn) ; 4e_somo 
entrambi convergenti, La sere sonma Ze) 


€ pure convergente ad (A+B), segni Pa) 
Tae la sere differuea A {Rn A) = A-$. 
Ceo vale auche per le vudotte sost); sa (ta -8) 


Se una sela delle due sere è divagente gauche 
La 4oue somma (o differenza) Pg divengente. 


Se smo enteombi dirergente. (Also segno), la se 


zie somma € di vergente . La serie differenza , 


e convergente se eicorrono kh condizioni estoste per 
Serie 0. segni alterni apoltate allo seme cortiluita. degli 
elmuaiti dille due see alternati com segno apposto. 
<a serie differenza è composta dalle diffrmaz 
di dua elimenti aventi lo stesto india, quindi mm è 
pensobili uu diverso cine degli Hit per appli: 
RA 


Sela. 


genza condizionata. , 


Prodotto di due serje seconde Cauchy) 


Cauchy de ini prodotto di due sere La se: 
(a. 4h) + (a bh, +4, b) # (tubye abi gh. afebarth, 4 24) 
Come 81 vede ogni termine e La somma di 
tanti prodotti quant'è Lindiee del termine ,€ 
< prodotti; sono formoti da due gatte, iumo per 
ciancuua delle due serie, ed aventi sdie; tali 
che La somma degli indici dei due fattori superi 
di suo l'indice della serie prodetta. Ar emupò 
quarto toomine della serie prodotto, and quatto ad» 
dendi prodetto di' due termini’ ove la somma. degli rudi: 


ci dere fee (4=5);£ lermiine €: cab + ah sazb, +4b) 


SL puo dimastrere il teorema. 


Se le due sera Zan è É ba sono convergenti’ dd 


AB è convergono assolutamente , anche la sewe pe 


detto Converge assolutamente ed ha per somma il 
prodotte AB delle serre date. 
Cio” guistifica £ 'anbifiziosa oefermimozione dler 


Letmini afffinehé da serie consns@ dl prodells 

der valori cui convergono le sere dele. ; 
Costueudo il prodotte con le serve esponeuriali EF: €35, 
e ERP CS, siano: Sky Sd 


Serre d termini complessi 


Abbiamo gia accennsto alle successioni a termi 
ni Complessi, per le serre a termini complessi vol: 
gono le stesse definizioni dlste per le serie a bermy, 
mi veol. Pocehe' (a somma di due o più numer 


complessi” È ts mumero complesso che ha per parle 
reale fa somma delle porti male per parte ime 


maginaria la, somma delle port, immagmorw A ha 


da Aexie: 
(a. ib) + (anti) + egri san siba)+- £ convergente 
Se lo sono le sere: 
1A 
(Lt 4 Qt.) e: (hebtocske ) 


Condizione mecessoria e suffreiente perehe ud 


serie a tomi complessi sa convergente , È 


che Samo convergente le due serre Sormote uno dalk 
parti ali e folta dei coefficienti delle parte 
mme ginarie_, 

=Se la serre des moduli d'una serie a termini 


Complessi € coniergente, lo è omehe fa serie dala, 


(fre im generale mon inversamente e} 


patiti + fab + fase + atei +... se comvenge 
convergono anehe le chie serie minorenti: (lf rj2,}3 af); feel dij 
di converse lr sera data: {@tih) + (arvib)e - fantibole 


Se diciamo assolutamente convergente, und 
sere a termini complessi, quamdo comsege la 
sere de suoi moduli, vesta valido amehe per 
le sere a termini complessi, ;/ teorema. già visto 


per le serre a termini reali: 


Se una serie è Ossolufamente comkergente, 


18 È auche convergente | (% geuetale non sndensomantà 


Una seve a termini complessi 51 dee: tnx 
condizionatamente convergenti ; quando olterando, 
con legge qualsiasi, l'odine der suor termini, essa 
vesta convergente allo stesso valore. (Vale il teorema 
di Drirreblet ). 

Condizione necessoria e suffrorente affimehé 


une serve e/a imeondizronatamente convergente PA 


che ua «19 cesolutamente eemvergente . 


UZA esempio | indicando genericamente con 
< mn mumero teole © complesso PALI @&+4) 


ore £ puo essere nulle, La serre esponenziale 

lu La _ 
ES a € ‘neondizionatamente convergente, ersado 
7 : È 


le_la serie de suo modeli ; per La qie aper 
ziale a termimi veli Obiamo già’ visto che EST È 


assolute te 


rubini izionatamente convergenti . 


Continuite e discontinuità di funzioni 


Abbiamo ge accennato al capitolo: funzioni 
< successioni al comcetto di continvita; voglia» 
mo ora precisere m Jo. Nel I vol al capitolo. 
miti e. destra, limiti 4 sinistra” abbiamo eundenzioto 
lo CREO di e* mel punto x=0, 

Ancora nel primo volume abbiamo considerato 
punti di discontinuité mell'imfercello ab per 
calcolare tnfegrol' tmpropri 

Cerchiamo prima di tutto di dedinive una 

unzione continua nell'insieme I dipunti P. 
da ferzione sia: Us fa. da P su punto limite 
(© di’ accumulazione) dell'insieme I . (Dicesi punto 


tnite è di accamultatione, ogni punto, contenuto o no nel: 


l'insieme, quaudo È cento di can dominio ciscotare 
+ ca 


che confiene sua sofri ba di ponti: distinti: dell''insicm e) 
(de vaggio è del dominio è precoto a grace) 


Diciamo che la u=foa È continua nel punto £ di 
TI, de per ogni positivo arbitrario € possibile determimore 


su com: pondent, numero positivo I bale he pe kiki 
LU 


4 pumti Pdel'msieme I_d, ‘enenti al dominio cirertere 


i0Î, qu alta: 


oli cemto Pe 


Queste definizioni siportate de, testi di analisy made 
madica , esprimono che la f() è la fdaipuoti adizcnti 
RP, diferine, sa rale omobuto, di entita indefinita 
mente picco £ che è pui P seno indefinitoueute vi 
cimi (aeeoti) a. pitertesto parlane di uguagliauia. 
det limil desho e Linuls siisho A uca (). 

Not proponiamo d dubbio: “Che differman prssa fa 
pra fo che du fo presa su faglio puro ci spesee 
4Ò mus /0) che iu RP c reramendi continua guita last" 
Se tu R VIE feglio h fa) mon esist ve enitedo 
4 seo Link desho è sinIStO . Quindi la divine di 
contimaità ph net abbiamo ajfreso dal festo del Sonsme) £ più 
cometa. di quella del finite deshe « sinishe. 79) volta 
nel definire tua Aunzione othu a dere ua espros: 
sione algebrica fi. #1 preisa ehe nel puntò: 430 
Gppure mel punto xem, La fe vale K.Jl Cine 
debe e smistro elella ©) {nel pumto prefissato o) pei 
Lisere uguale ak possono essere diversi onficubi 
da Ko uo solo oli essi e la fuerione sarai 
confimua o dineontinua 0 continua da wasota 
porti certa © svista del pito 

I puote che sepora due insiemi si dice di frentiera 


Fisconti puita 


Giremo che uua funzione fo ha una disc 


limuite: di prima speere me punto: x 38, Quaw 
o d bimil simisho (Lezo(f0)) ed il limite SR 
lim. Lim (fa), esistono « smo diversi. Si dice : 

| salto Sella finzione. la diflrena: fe lf) lun(fd. 


pr 


Par espio: 8 a iub(x) (c:È massimo intero conte» 
puto ru DI . Come si vede dalla fr 
° ta, si ha suna discontini 
ba’ per ogni infero x 
O<x<1 fig=0 
duce fg34 


cx <3 fig=o 


In questo caso il Salto della Lincine io, 
Diremo che uma feuneione fo ha una disem 
Linuite di seconda s specie nel punto XE e) 

ron esiste almeno uno der due limiti: Leo(f) Biff 

— ii usaro| 197 ‘nam 
fe esempio 2; le fenzione : for 4 Si 

Per xa abbiamo fig e sa(4] = duu(2) che seppia 

amo non esiste perche assume infenila tolte Velli x vali 


fre +41 4. Quindi queta. Lig ha in a una 


oliseonitionatasi; scenda spese. 


SI limrl non esiste onche se la fg+ 0. Cod 
per esempio : faug (x) presenta, discontimuta’ Hi se- 
conda Specie me punti n CA 

J adi Li ba fe <ef ha una disemti 
g= € (esi 


muta di' seconda specie nel 


puuto x=0 


Qeesr dscontinuita di terna Sspeeie o discon 
Linuita che puo feghers di bu feudo peas xe 


di tuo. fenvione w, quando Sono Pest: 
di Limiti desteo è sinisho iu &: be(f (fo)= Lion (fe) 
ema: fia è diversa da tal Lmib o addivittu: 
ra. Mon esiste. 

Sr toghe la discontinuità cambiando © 
fissando a prio % valoi della fiurione Al 


pesto KX=Q. 
fr o; te = RES tesentia 
7 dx P 


uu punto di discontinuità fr xe. 
aveuo = Re 20) fe la Co = 4, mete 
la = 2 fome AAA se ppliliamo 


£ 'bspital fa = 4. (sa porto di vole: ole (0) 
definiame : f6) > -(4} pere 
fe) ER, per x five continua) 


Postulato dello continuita di R-Dedekind 


L postulati della geometua ferono disisr im 
Cimque gruppi de Diitbat individuati dla sua 
lettera. è precsomenfe : 

À -— postutoti di appartenenza, 

5 - poste tati di vvdimamento 
C- postulati d° Comgruenza 
Die postulati di parallelismo 
E - postulati ai contknurtei 

I/ postulato di Dedekind. esprime: 
£. Duse gruppi scporeti (qialmqgue)di unt di 


Due gruppi onorati (gualimque)di punti di 
uma retto ammettono un elemento disepera: 
zione! 

K.Weistrass esprime : 

£. "Lg successione ordinata di punti di uu segmento, 


A pRayofin j possiede sus punto limite 
quasta proposiuine È sud conseguenza del postalato 
di Dede kind. 
Se si pauuo due elassi contigue / cui valu sono 
tiportoti’ con segmenti su una vetta oviemtata; 
Vesiste uno ed uno solo segmento £, maggiore di fut è 


segmenti b' e minore ali tutti 1 segmenti ky 
del | postidoto di Dede knd . 


È questo ein corollario 


Ad segni grandezza numerica puo essere associa 
to un-segmento ; /'insieme del numeri razionel’ con 
tane gl clementi delle classi contigue, Ma mon 
contiene l'elemento separatore che e tu nume= 
zo ibrazionale 0 trascendente ; gecindi. l'insreme 


dei mumeri cazionali’ € liccontisizo. Se vi: 


portiamo sull'asse der mumeri' tech (Continuo) £ 

sol numeri razionali, si vewfl'eherebbero quegli 
elementi di separazione DA generale previsti dae 

postelato di Ded'eKind. 

CS moti che iu ceceso o d difetto all'etmento se. 
parate di’ classi contigue , possiamo aNiitimarei cem 
mumer' corionali a meno di vu £ precole a piacer. 
Croe «€ Limite a destra ed il limite & srnietra dl 
segmento che determina l'elemento separatore. E 
nel passeggio al Limite + due valori soranno seguali 
uoproli all'elemento Separati, che pers, ped mon ento. 
LL coso del mostro tagho" prio di spessore È dl cose di 
duo elta che srt sob Nume razionali. 


S7 campo dei numeri tel € continuo 


4 tampo der numeri razionali € discontinue . 
Ue. L 


-5/ possono avere Serie convergenti a quelsws;: nu 


metro redle. A 


_Sevie a termini verrabili 


I termini di una serie siano costituiti 
da ferri diverse di uno stessa Varrabile (=). 
da): lg) + Una) + Aha. 
Fer ogni (x) definita (esle © complesso) su, ha 
unà serie che può” esere convergente © Avergenk 
o oserllante . 

Supponiamo che esista su insieme di' valsu 
di x) eDÉ : 28, Lu, pei r quali Lo. 5 
ve comlergente Se l'insieme È continuo 
aienizo ua grafico continuo di' Se: 


Diremo che la serie € sus ovmemente co 


vergeute mell'insieme I, se per ogni € positivo 


arbiteao € possibile determinare du Corspon = 
dente imdee nm. fata che pe n>Ne, al resto della 
serie fu (x) dia in valove amolato mino di 6, jR 
tutti | vato de dell'insieme I. 
Sa: 
| 460 + Gogt 0° Mie CÒ Î 


Ma See ri formemente convergente dea TI 
Li 


c da: 
|A), x), Aa ] 


Uma Successione ci fenzioni comp@essirarmente 


limitate cu, I, cioé qualungue EA l'indice me 
e qualuuzue sie AM punto x / valo x) dell'insieme 
LI si adhia : 

cm 


fe L € uu numero pesitrro ). 
Allora ache la serie: 
[te dé 4 Meg dali + Ung) Ata + | 


È suiformemente convergente nell'insieme I 


(Cp identita di Brunocci- Abe) 
fd esempio. 
la Serie: 
Cmverge Unk emente iu ogni insieme limitato 
Ira C uu insieme di valori o punti di un coupo 
Wi cani e sia Sui i e 


La serie a Ttermmi 2 
PA Lf 00 «Le | 
£ convengente grentegue sta £. 


(fe Serie è toomoni complessi) 


Serie di potenze 


Ata Zz + e e OZ 


ove: Go, d,,0, ...Qn dono cortauti reoli o complesse 
assegnate e pure ossegmata fa legge del baro sug 
cedesi, da LZ È sua varcobile zedle © comi 


pressa ; 
- Sr moti che l'indice dei termini inizia con Feto, 


cio < Al ei ferminé (CZ Denti : 


—- Si moti che le vidolte olella serie di poteuse 
rappresentano polinomi vesl'o complessi So 
grade della eiofotta.. 


— -Se_/o serie converge pe il valore 4, F O, essa 
converge ache _per qualsiasi Z<|Z.. 


de consideriamo 1) pramo complesso avente da asti 
se /lasse sedle, ed iu ordinate l'asse Immaginario 
Se la serie coniuge per Z40 
converge auche in bilti < 


punti intumi al cerchio co 
cento nell'origine < aggio 


uguale a zl. 


HSorersoment: Se la seue non converge par 
U 


ZF 0, esso non converge per lutti ; punto 


esterni al cerchio mell'ovigine € caggio = el. 


- Ax Z=0 La serie E certamente conv, 
gente al valoe A, , (etti gli'alt termini sono muli), 


De Qualora DA coefficienti A, Ci, Aa) n» diamo de 


reciproci dei fattoiiabi du mumes maturali, Ja serie: 
z_ = x 
i+ faire (A) 
Converge per ogni valore Z comungue grande 
purche” frnito 


Jofine vi sono delle serie di potenze che conì 


Vergono solo pa ale Yaloa di z 4 mon en 
IeEgeno po altri. (Ad esempio La serie geometi: 
ca, che abbiamo gra trattato, ove: fee Q,3Q,=. 3a) 
che converge per z<1) 

Se Z=(ascb), fel = {2 » modulo di Z 
si abbia sua serie che converge fre ad iu mo: 
dutlo massimo che rdiehiamo R. Abbiamo gia 
visto che _la serre © convergente per ogni di 


modulo inferiore od Re mon £ convergente pa 


7 
Z di medulo supero ad R. ba cio' nosce il 


4 
concefto del eerebho di conletgena. 


ori cerchio di Convergenza. 


Se una serie di potenze converge per_ 
qualche valore di z#0, e non converge per 
qualsiasi valve di 2, esiste uu numero posti» 
vo RO, (massirao modulo di convergenza), tale 
la serie dato è convergente ed assoluta = 
menta convergente , entro qualsiasi cerchio 


Ta; . 
con cento mel ovigme e t9-ggio minore di R 
mon È convergente per valori di Ka di modulo 


rove di KR fece esterni al cerchio Fi ‘o R). 


AZIAESSE 
MNM cerehio di raggio RE deffo Cerebio CA conver gerzà 
della serie data ed Le 4 agg di CONVeLGeRà 


- Nulla sj puo dive per i punti sulla erreonferenza chi tag. 


gio R. 

- Se /a serie converge solo per €30 ; A è nulle 
-—-Se la serie converge per ogni velae diZ;R € infiarto. 
-Se La seie: È 0,2” ha taggio R=®, La 
fa Zret ‘sv ehioma . trascendente intera. 

Seppiarmo infatti’ che 7 nume’ trascendenti possono ess 


dali con le serie, ol ogni valore A'£ covimonede uu 


z 


e 


rutora della serie . 


Criteri. per determinare il 2aggro di convergenà. 


AI criterio più generale € dato del teorema. 
di Cauchy - Hadamard. 
Pata La serie di poteme : 
Go 4 GE ART AR... 

ove 1 coeffieremti n Semo teali o complessi ; 
Se: Liz {an} = +90 La see convage solo pet 3=0 
Se 46 [an] = 0 La serie converge (€ anotata = 
mente) du ogni punto Z del pràno complesso 
Se 47m (Vani= SrL sevielo R per raggio di 


Con vergenza . 


Uu'attro criterio sulliciente per la determi 
nazione de/ raggio di convergenra (GA. S Samone) 
può esprimersi: Se mella serie _Qy+QZ+Q%% > -t0mZ%. 
lic dle ve li coli ilo 
e ficito diverso da zero, sgueto limle è «E caggio 
di convergenza. @wd: Rf ai he . 

come sr vede entronbr 1 criferi st 
bosano sil cerferio della radice < sul crifenio 
del rapporto per da convergenza delle sere eve 
pero « Termini seno coshlaiti. dei eoefficranti. 


Derivazione delli Serie di potenze 


Atriamo ysto ehe fo serre di pofence può ci 


quardarsi come una funzione, 1h campo reole o 


complesso, se emergente | satpresento numeri anehe tra 
nievo 


sendenti ; 5 per ogni valere ai E, fîx)= 2a”, 
convergente im tetto iL combo, fi e detta dat 
dutea . Pa «. (= e =e°=4 hr l'hd è Ze) 
Nei Cerchiamo ca a derivata 5 
di Aq F ee) 
GX dz 

ehe puo essere effeltuota fermine 4 termine. 
d/arazeaz®.. +23) =/%+ 20% 30,2% cena), 

CZ) 


Ha AE], Fran |EE) 


= profana 


da da) zi 


(Si moti che nella derivata, /'indice i è del 
termine ennesimo, eroe n commerà con 4 mon con tano). 


frfeolre Importante 4 ehe /9 derivata A una 


sere di potenze e enà serie di potenze che ha lo Afeso 


eerebjo di Convergenza . 


Sia Vani }2|< kx R= taggio di muetaaa pertelZu a 


avtemo Zoloft Zero E Zoed qaft'at na 
baia OZ sima der geometrica convergante per 9< 1. e 


questi termini Imeetiplicati per fa sent convergente |Am|[z}}" 


a Serie convergente . fsezoR la. serie diverge). 


Sviluppo accorciato di Taylor 
Plbiomo viquordato la serie di potenze w 


me Und funzione ; orà facciamo 74 passaggio 
anberso, cioe; gola ana finzione, come sia pos: 
sibile trovare /a cortuspondente serie ci potenze, 
Nota und fpenzione: Vo (inita e continua. nun 
infevrello AB di ampieeca. hh, (44 in esso dezivobile È 


mo ale deviate di ordine ?) sato un punto Ko KA 
la frmola del valor medio { ner) o_degli aecreser= 
AT°TTYTT—T-—- t- 


menti finyti esprime vl radon della fntione per! ascizsa 


variate da (x} a (xe+4) 
fe) = Veg + 4 {3x0 04) 


L'art subito dalla funzione È espresso 
dal prodotto Aell'ineremento fruito 4 = Aoe del 
la variabile per la derrvata della funzione 
su um punto intermedio frà xo ed (+4) da 
lo da X.= (Xe+64) cm: 0<0<1. Sappiamo 

che esiste glmeno um punto Xe, cioe almeno 
dna 0 ehe lo definisce. Sarebbe Comodo Spe 
re iL valore (ti vato) CA 8, purtroppo £ n0n 
£ definito, sappiamo solo ehe. 11 suo Valore 
(0Ò | tuo valoo)52m0 Compresi fea zero ed uno. 


Ha se consideriamo che onehe Liinctemente 
fnito della fonzione:[ Afy=hf (x »)Î e 


unà UNZEONE , e come tale derivabile e 


uind: anehe su di essa si puo opplcore la 
formula del valor medio [ deglo aeerescimenti finti) 
ou ponendo 06 {come pose noto e “ah” 4 nuovo 
ineremento di variabile, A ha: 

A/F(5--Qh)] = 4 [#9 0bftx 008] 

Ha ;/ secondo membro è ancora una fenzione, ove po: 
nendo: 08=6 , applicando di nuovo la formule aremo 
una Pia .) e epe tendo iterativamente abbomo: 
Feno44) = Reg + he fg + OKf9 Bb fat > RS 
Ricordiamo la fermula di Cauchy generalizzata 
(rutz)ove abbromo posto 8 in relazione ol gredo 
della deviata; e ricordando che esiomo pros 
pos ty di suluppare du serie di potenze | ana gene 
Haa Asa), pentamo: (4 (289) La 4544 = Py fp, 
som fx) > AJ, See et ; fs lol 


- [tieni] (2 ge devvata ennesima), sostituendo 


abbiamo la formula generdlizzata di dagrauge 
44) fis > Le Éix+8,h) nell'ipotesi che la he) 


tutte fe su derivate per Lila: 


Ripetenolo 11 discorso delle reiterate sostitunioni 
notiamo che: B,,=-47 , fenendo conto della formula 
di Kagrange, percio abbiamo: 


fs. th) = Lx) + Llano befig+ WES 


Formula che È detta» Sviluppo acesreieto de 


Jaylor. 
VA easo di occennore che k." è una pira. 


mentre PA49 è sua derrvata. ennesima LIZ becrase Ro” 
ed resto della serre detto anche termine comple: 


mentare : 


mella fermo di lagrarge. Re -& SI [i %94) 


nella ferma di Cauchy : Re = L fior) 


în generale nella, ferma di Schlomilch e Roche: Re = Tea ADI 
TE che compasono nelle fre fermate sono diversi fra fo, 
€ quindi viffletterebbero punti diversi dlell intervallo k pei 
Lssenao cegual "gli Re si trova. il compenso mei coefficienti, 


Se poniamo :(Xe =0};(k=x)A ha la formula 
di Mae Laurin : 


[io Ao alti | 


I termine complementore Bu per un teorema di 
feomo puo” assumere la forma : Pu = PeoTi far, +8) delta. 
termine eomplementore di Peano, ove E è una fan = 
zione di k lati che : £aC}=0). 

La formula di Maclaurin è importantissima per 
Lo sViluppo în serie delle funzioni; Se essa È volida, 


una qualsras! 23 ehe, per ogni x determinato, assuma 

un valore reale (finito], 4 suo sviluppo sara una serie 
necassoriomente comergente 4 quel valore finito, quindi 
fm (Re )=0. 


Plcune applicazioni 
P) i 


RON LODE ISTE) 


sosta > : 
e%= cre di #*g* ] 
con: (m=0,4,3,..©) 
eu X=4: 4 
per ie lericdrogoocae 
bo ridotte sono: 


4,%,2,5,2,66F, 2,30833, 2,F166È, 26055, 9982539... 
come si vede, gra atta esdotta di ordine 8, <l cus 


stimo aeldendo 4, 4ono LA valide /e pume qual 
tro cite deermali. i 


1) Serre del seno Gireolore 
VAREZION fig= ct) ; VARBEZIOE Éigfenco) 
fx J= din(x) } (a derivate s1vpetono cichcamente , 
bi YA 
com oedine4. fy=ojfy=1 ; fig=o jfgoti 
Imi pe . 
fey ey} f@=0) quindi (enne) 


h sa FI Gi r ci get 
dint) Rpg | 


Puesta serie comverge assai capicdamente : pa «I 


K= 0,5235986 


-0,023944536 
= 0,4936F4180 


+= 0,000324953 
Li 0,500002133  (opposs. pet eccesso sefu watt) 


J primi bre termini della serie elamno giù Scisfa rotte. 


-trli = 


(appross per olifito) 


4) Serve de/ coseno esrcolare 
fo = co); fog=-sn); fy=-c00) ; fog dins) 


fac faz 0 fg ifg=0 


amche 10 questa gere di ha ua raviazione crelica: (me44%9) 
2 4 xt Ve] 
coll= 4 LEE I 


Come tegola mnemonica 51 sul elire che la dere nimx) e 
dispari, mente la serie 040) È pari (mrgni alterni}. 


Sere esponenziale od esponente immaginario 


7 
P° = fp ELIO 4: 
4 2 1° +51 


Si note che questa seve cappresenta /a somma 
delle due precedenti serie di cu Aeul)e molti: 
plreala pet ( Cipe 


| dla 00509 + i seu | 


Questa relazione è impottanntissima pet è numeri 
Immagrmari complessi di cui comociamo la 
V =(®+ib) formò binomia 
essemdo: |VÌ Sb, Q=lVi mè 
L b=lWldn (o); dortiliendo: 
Ze IV] (cos d+l su 0 ] ferma lrigonomete co. 
Z-Me? ema esponenziale a ra dimostroli 
== / 


JS erre esponenziale ad esponenk immaginario negativo 


armo Che combiame solo segni. 


ix 3 ; 
SALLE i 
€ ASL Vide] Ro Biase cri 


sommando e sottraendo Je due espressioni. st ha: 


e, Gel eni formule Sondomentol 
Ge 


della Érigonometria com: 
plessa di Eylero. 


s)-Serre esponenziale ad esponente pegativo 


SX 2 E] x Cadi 
Ca e oa) - 3 + a CIA 


confrontando queste deve con la serve espomentiale . 
x x FASMPORO Lu x 
C* s 41.+ >] ta; + tare A 


80° hamno /e serie rperboerehe infatti: 
3) Serre del coseno iperbolieo (catensria) 


peer semisomme delle serie di cus sopra: 


NDS n) 7] 7 n 
[ee L cosh(x) = t+ 3 + L + Tr 


nl 


3) Sere del seno rperbolizo 


semieli Berenza : 


1 motimo Je amalogie col seno e coseno esteolere. 


le (x = Lamb (ix)|; [cas &) = cah o) 


sommando : A si ni 
Di derk. 4) + cosh(x) = eat P n 
CHOC : 
Amuhix) + chi) = e* 
espressione fendomentale ch trigonometta, perbolica 
cosk(x)- sh) = e" 
molkplicando termine a termine: (e*Xe%)=1 
L cos'e) debt) 31 DI fondamentale. 


Serie esponenziale 0° 
To= at j per Aol a; {= ala)" a 
HOLT n VICE CZO) h fo - (tela); ud 


dee 3 Gt, (at, e, fl 


+31 noti che È La gencalizearione di e*, infatti: (4aiel =4) 


Ser:g logaritmica 
ola serre logaritmica porta qualche complicarione 
ad Sppleore direttamente la formula di Moe Lauren, 
rofetti de: foy= bel; fiy=-c0. Occorte quindi 
mon far passare per cero la ve. Considereremo Guindi 
la fenzione: ; figo)", farti 
fs); fe Sr 

per lo sViluppo di Naclaurin: si nota: ilo. (4) 


3 
'AIZE t-1t4- PNR 


Vo/i raggie di convergenza di’ questa dere elalato 
da: R= fim [2°] = Ea f£: #7] = £& | [ek] = 


Mr 


CO ruo/ dite ehe questa serve peo essere > 


lizzata solo per LL<X <+4), esce si posseno 
calcolare solo £ Logautmi fra (1-1poed (sese 


eve fra zero e due (per valori superioni diverse) 


€ confrontando 


ponendo ora CORE bk 


bu {(1+x) = = È, Da si x Digi Age 
Lu/(-3) = 2 E x -Z * nti 


ssoftraendo membro a membro 


©|4/425 z a+ 7 eat) | 


vale per 1<x<1i| cioé permetta Li ealeziare o 
logaritmi dei numeri da zero adc (x Alb). 


Boromo ora: ae) HR) 


U -x) a 


tucaviomo L : 
z 
Q'+ax = dih-ax xh 
7 , i 


eh) 
guindi: bof[221/- eu [£28/- Lul(ar4)] - bufa/ 
de /(2+4)f= Lafaj + du aa; : sostiliendo 1: 


©| b/aro/- Aalaf + SE Prod ki A, + #5 +9] 
nel caso particolare di k=4 : 


© V7 flanyf= La] + sini’ + og 15 * ta, Lpd 
noto il Logari tmo di un numero @, 31 può calcolare AL 


logaritmo di (+4). Aff tata] Ea). 


Formula ehe poteva seriVversi: 

+e ke la 
poerramo: ge): n i assai : bafaf= Lafm-i} tafo] 
lar )= ala = mul, tafari]= La[n+t] te] 
«sastrlaendo : , 

Lefno bf bos] bps + A 4 * Lt 


mai f- PA 4 4 n0 4 : 
e|& fast] = £ N if: 7 de 7 ou tata] | 


questa. formula e valicla pe m>4 affinché 


6-)>o. 
Lera 

SE nella : Infers= ca s# 3 rl #* 20 +) 

poniamo: x=(b-4) di ha: 


a 3 VI 
be]s ] = fai) n us 1: 6-1) > 4-1) 
formula valida. per 23 by0 infatti’ è legata 


alla valielite: della ferrea prewdente 1 k=4) = 8 
Se 1 questa poniamo : 4 =); Lu b= upgl- Lulaf; 
4-15 X-4 = X20 el sortetiendo: 

a a 


29. 3a 


Questa Jovmiala È valda por | x < eo 


ed è condizionata dalla ceomoscuae di bafa] pr 
NOR Leaf =” 


© [Lohl = dis cai Got gal. | 


Nella, : vi 
fmi i tlc afa+ pt part 


Gr : 


DAI x E: DIÎ =MXX da cui: 


5 DI ri. (k=4)_ 
(2+1)= m (x 4} 10€ . L= - fl 


di ha - 


ti 
0 (4/4) - [4 #4 {H&}-] 
formela valicla. per 


Wella formula. 

Aa jft-x)= (x +E+x+ E x) 
povramo (x = dt) i Laft-2)f= ta\fadi4)] 
- lful FR (- È he ue el degno} 


44) - 


questa. formula role per -,; tr usi 


dute (ig) e Da )= (4) di he: 
duft]=-buf= - (1-3 +31 +0) 


Seui armonica a segni oltamati che abbiamo gioî olimostrato 


essere convergente: (Sos = La} (349), ma se usE cm K>Y 


d' ha: (4 &9)- dec (44 x)= 0 guinei 


per K3z Le Ae Aree. ((Pedlasi sea sega ‘alternato e) 


serie binomiale 


Abbiomo gia trattato d binomio di Newton, or: 
(a+4)" = E ab = aemei s(opantà ioni 


Consideriamo la £ funzione: 
[fe 42) Wa)” (con im = reale) 
, 
dal = am tag” 


abbràmo: 


1% dt (meme if(1ex) 
perero” a60l condo Msc laurin 


dia I Io ; 
Naturalmente occorre essere sicuri che, di limite, <il 


termine complemen tare 514 nullo (Ea) o) ; 


2) Consrglerromo : ‘im'= infero positivo 


dn questo caso ; plant (mne) pe (") = (eombimazio 


me di m elementi d' classe n) 
ole eidotte della Serre di ordine: mem Aono 


/o sv lunpo dei smomio al Nevtn 


«we dea mm 
()>0 ed ee n>}M, DA fa =0 ; Infatti. 
kg - = mit =4 n = cea LAteniza de: 


ed z 4 
evata : Lin =0Q Quindi sono nell, gl ulteriori 


termini della serre. 


r}Se m° nen è tero positevo , non sr puo più pat 
fare di binomio di Neutn,; interessa Invece sapere 


a qual condieroni lost, luppo in serie di Mas lauria 


perfe ad una serie convergente 


cCalotiuo L NA Hi Convergenza: Keta [&2-]> 
« fin] Ple) è pill (oca) | - 


@ Hi) Ù 
»] 
LEE 4 ci 1+ > 
- deetrata — toh] - 
“ che smplien i € possibile 


dimostrare ehe m questo intervallo, Liu (R)= 0 
i , FAC ! 


et che € multo È limite del termine complementare (cfr. 
GSmutone Lesioni di Bnolii Motenabia” VII peg), Quindi pe _m° 
treat gualssasi ed:/-1<%<4) vata Lo 40 


du serie di MaeCounria (Seo Kimomiole]. 


ZI Se 'm' è ‘nfero pegotivo 


- mn 
(+=) = gi - Fe) = 
Si; € ricondotto /a formula ad 7m * positivo fi 
foyzd; Folles) 
è vg ire sore VA, i -m(4) È fe) = mon +4) (4) è 
de diivote sono a segni alternali . Se x30; ff] D; 
da svi (vedi pas 1) nrsulteabbe convergente. 


Caleolo delle radici ennesime 


Nella serre binomiale secitto nello ferma: 


| lA e (e rie e 


per mi feasuenarto posctivo + O0<M<A; & 


simboli:( (7) on hamr mon hamno iL significato di mm elemevti 
di clame n, ne tanbmeno sviluppo di ealcolo È 4 
Mumero di combinazioni. Vediamo come usulta lo 0 luppo 


di calcolo: pe [m=# | 
= (9)=4 ; 


- (A) = KA, 
Ve 0 AS. i 


= (4) > K(EMUE9 48) +4 
HS) seo > Ar 
dn generale » 


dtt) (En) La ts). er-3) 
gua) 4. dada 


Se csiamiamo: Semifattoriale (rr 3) d prodollo 
di delli è mumeri fino ad n, dello stessa paribe di Ne 
di'indiza com NÉ ia Pa avremo; 


($)= (Sk! 


percio : 
gt ‘E | (+= 404 tx+ i 
Vale PE: ASA egme rst" 


ne ++ Tear] 


Pero’ lo sviluppo in sere per vadie: emmesime, può 
estendersi anche a numeri NYA; infetti per 
PN 91 cerco dh scomporre : N=0"+R , ton a 
ancemo N = o(4+ s). ove: 


La sere per il caleolo delle radiei converge ta 
to più copidamente, quanto e più piccolo RL, de 


abbartauta gramde 


e=0, dl primo termine della serie e giia’esollo. 
per = 04 (intermedio fo coro ed 4) A ba: 

farsa = JA = 1,18321595%... optando la serie 
4+ + = 4902 542 (al secondo tevmine) 

44 - Hd)» 10  43-0,08 = 448 (ed tere termine) 
418 + Host 4184 SIL 4,8+9004 = 4f84 ICE teernine) 


100084, 
Ar84 Siate ia SENZA 1194-0004. 183. (al E termi) 


Come si vede le eipdlotte della serie fermene due 
class; contigue che si Spprossimano per Afetta e 
per eccesso al valore cercato che È l'elemento separato 
ze delle de classi contigee, 
Le avessimo preso : fs 2,00% = fo = 4,001998004 
4+ 0 = 1,007, Sorubbe gia dun Arima Gpprossimerione 
al secondo termine della serie, gln cui La regola ehe, per 
ff+ 5 d+£.| (è conciso) 


Sere di Orcsen (x) 


fe El aresen (x) } fox) * si 
per la serie brhomiok ; 
yy #)re, (je /4 sala 
GREVE 2 AA FR (ta (4 nl att. 


Qiumdi considerando le derivate successive : 


fa si + Bol ni) eo 


ces d3', Ia 
| arcsen(x}= x + i + Gti dr 


213° * 4 


rdle per x<t. 


Come per /o serre logaritmica, anche qui dobbiamo con 
siclerore la limitazione > —4 < sed < +4 cioe FTXXGI 


verg ente per ERZ4| 
(Ken semo reol v6/ori del seno maggiori CA 4) 


Lssendo : deu (30) = du(F)= £ ; posto == ) P% 
tremo caleotare 


COM TIA ATER 


Questa serie converge assat lentamente è nm È 


quindi Comvensente per caleolore con buona px 


pressimazione dolore di I, 


Serie di oxccos(x) 


Arriedunido: he: Cos(x) = ses(90-4] «su (£-x) 


de ewi(x) = E - anesew(x) © (ite quvdi) 
| n sai) 
| ate (x) = F-(=+ #3 + ie. RENE si ] 


Serie di cnet0ng(x) , Serie Ciclometrica 
[calcolo di 7) 
fa = such &) (enche questa serie vale pe sg) 


evo : -P < arch 6) <+ + 


fr A Ur si fig = 4 


d+7y 7 
fg Gia TESF di > fa=° 
Fg salate) 5° fo=- 
App leando Mae Laurin: 
[eg RE 


gue pa L=4 
no Friptpear 


anche questa sere, per U eoleolo h 7 converge 


troppo Lentamente 


da serie dell ‘arcfe(%) 4 E = +22 -p 

f olfenuta quasi eonfemporaneamente dla: 

F Gregory (1438-1645) eda eubebriz (146-116); La 
più importante deduzione per £ caleolo dir 
e dovuta a JMachh, ed € vferito da W.Tones 
(1645-1149) mel a palmariorum mathesass | Londiai 
1906, p.868. eda formale di Machin è: 


= 4 areh(-3) - anehy (#5) 


da cui: 


4 1 aL 4 
7 (6 (#37 394) Ari) 


Questa espressione Pai aueot-0991 utlizzote per 
1 caleolo di V mechenk personal computer. 
Anche Fulero (190x-1183), dalla sere arely (2) 


dedusse to sz anch $ + ceh t 


Nernton (1642-1623) invece utilizzo /a serie reso 


perl calcolo di IW ed che: 


2 4 43, 435. (20) !/ 
"itaxt vis tascit Fe" SEDILI 


oppure ò 
IL 4 4 3 £ SL na 
$ a +34 pat Fato gatto 


che convergono lentamente. 


Cerchiamo di capite come Lulero e Machin pe 
terono trasformare la serie anek (x) mella somme. 


o nella differenza di due serie, più cagidomente cm 


x a) 


rergenti Foniamo . [= ceh (| 


e eicordramo che: 


LITRO ; 
bmg(1,08)= Poli e Gta 


& +4) = och (x)+ cachi) = Mi xt Xe 


4-%% 


Machih pose: (x)=C)= 5 4 


qarch (4) = anchg (4) + ueht = och[4°£ 5). 
DEZ arch # = couch a) 
4° oxeh(£) = s use vault > cul (e ni 1). 


47 14 


è [ 4 oxch h{5)= acta (120/49 )] 


ma volendo dor EEA 


98) cnab() = eh (1). 
peri 


quimdi 
ss = n) Hog) 


2 sosfituemdo sr he la fermela di fachin di Mach: 


E] 


Pri facilmente siteav /a formule di Eu lero 


cube ehy) = ch ÉÉ, rerS) 
fili CI ‘as 


Fe ache sch(4) 


I procedimento ehe abbiamo esposto pet la forma 


la di J. Machin puo essere 4 pento ulteriormente 
suddivdendo i due termini di ache. 


ed è nuori 
ef possono anera essere suddivisi ottenendo serie 


che convergono pre velocemente, ma dlvengone più 
laboriosi è ed/eoli, 


Un'attra formula ricavata ga Fulero per 
dl co/colo Ai 7 e 


È I = Soeh (+20: %)] 


Ha onche oftuo/lmente si è e preferito la formula 
di Mach esprimibile : 


m=0 


ten 


L'importanza dello studio delle serie € 
data dsl feto ebe /e serre permettono la 
definizione ef coleolo A quella classe d 
numeri detti trascendenti | Non solo, ma 
anche i! succedersi delle cifre odi un numero 
percodico Pal esprimibile (come obbromo voto) serie 
di potenze del 10. Quindi la mostra numerazio: 
re decimole : ‘bh notazione o/gebriza diventà una 
serie, fvita o infinita ali’ Leti Ar 2iempò: 
4363,28= 404 2104 410 + 3104 210 4 510 
4i9T = 300% ero. 05) em mo 


Se riuse;ssimo a trosformare le serie 1 


mode che craseun termine covuiponda alla ca 
decimale A’ quella posterone , 1h oltre parole se 
viuscissimo a trosformore le serie Tale rn serie 
di potenze (A 00 od onche dh u'olta base di 
numerazione) diremmo firolmente eisolfo l'annoso 


problema der pumen' traseemolent. A fhfo& 
oi esempio e/per tomo una sihfesi della sferra 


del cmulelemi: Hz : Pa 


I eskolo di T 


Fin dai tempi più ontiebi, il coleolo di T ha impe 
grato gl studiosi. JI problema era. la reftifi cazione 
della ereconferenza” o "la quadratura del cerchio". 

"Quel € £ geometra che tutto s'offige 
per misurar lo cerchio, enon titrova, 
pensondo, quel prinepio ond'elli mdige)... 
Li (Dente Divina Commedia - Peradisa- canto sxw- 

versi 418-185 ). 

Brehimede (387-218 a 6) col metodo dei poligoni 
inseriti; e eitemenitt; alla esrconferenza , usando peli 
goni com 9 tati, delimito” 4] valore Ai 7, fra sw 
€ 3+4 oc [3+£) <T<6+ E] dò eifre deermoli: 

FMOPhSOR. £ I141 5926535... LI, 1428SF143 |, 
SN volore : +5) = ZA ) pre: KE3% è rato preti 
camente usato dagli Architetti fin quest dl giorni 
nosfri. 

Successivamente Tolomeo (180 de) colco/$. wr 3, 6, 
e risulterebbe /,) valore più preciso eoleoleto in artico. 
Nel(1L see dc), Pappo è Diofonto, motemafici Alessan: 
dini, Traffarono / argomento; fappo eferi la dlimoshezio 
mne di Ghostrato (3352 <) sulla cuwa quedra tnce che porta il 
Auo mome. Diofanto ehe pud definirsi un nisistore lella froria 

ia cpasienari” cdi ralubi, tratto 


n 


der numeri coneepr tom, 


4 numeri poligonali. I calcolo di IM sr orralera oi nuo 


metodi. dbetodo delle aree”: X metodo degli iSoperie 


metri (appheato anehe da fappo) ; dla spira di 
Buehimede; Il metodo degli eguiralenti + do curva 


Cissorde di Diocle (2 see ac), la concade di Nicomede 
Wi Suc ac), da lumule di Ippocrote. (V meat), La 
quadratcice di Dinosfroto (Tse ac); La proprieta de na 
meri tralfata, da Nicomaco di Gerosa (E-L he s6}; dimo: 
stiamo /a confinuito dell'interesse od problema che 
perdura Jno a esca <d I. qee de., Poi, sato 
eleuni matemotici arabi: del TE «WE Ae de. /a spes 
eulozione mofemotica perde infersse: deomoado 
Fibonacci, pisamo (1199-1850), mfrocduce iu Jtatia l'al. 
quer e l'orbmetiea araho-indiaua, /n,2/a/men: 
te usotà per conteggi commerciali, ma l'uso 
della efra ero con (a nofezrone decima: 
le, conguisto / ‘Furopà ; I Liber abboci” del 
Pibonocci è (8 bose delle nostro aztmehca. 
Nej 1225 Aerisse Pnehe il "Liber quadraforum”. 
n toscana, di matematier, si trova Prev 
della Fraucesca da Borgo S.Sepolero (Aruno), 


(0/8 - 492) pile è matematico servisse sulla 


poospeltiva ed du Opera Libellu de guingue 
eorporrbus regolaribus” mm cui cosa /9 sezione 
aureo. luca Paesol. pere di Botgo £. Sepoleto 
(445-1518) pouco di deonardo da Vinei (152- 
1519) scrsse | “De%iirina Proporzione” con /e 
lustrozioni Aisegnote da Keonardo. In questa 
gqperò a pagina LXXYIl espone il colcolo delle 
piramidi a bgse fonda (Con) . Considera au 
cono relto con diametro di base f ed altezza 
dieci ed esprime: “Haxemo per la fuperficre dela 
bafa 38. $. qual multiplicato ..! Sa eso risulta 
ericente ebe al lecco Ai Luca Paecoli, s; 
prendere T=95% dulotti : 1W7=x 54 Ya 

= 3 pa P7AEI 38 che per /0 fori 385 e opa: pe 3 
olarad il volume: RIF Csi moti La parte decimale 
espresso cu fPaerone). 

Fihehé non si usarono /e seve : 

E=>1-54+% Lin (Gugoy, 1674] 

(Feto 1336) 


T = seg a o) JE san * ia nico 
Tm = 25 (4- 5 ta fa) (Sharp, str) 2 


Meli ntonzomeleà/eolo el IT. (0) 


Riassumendo: 
E 250 4°) Archimede WE 3+ [metodo dei poligoni } 
(150 del Tolomeo HT 2 3,54616 " n 


(1579 } Vito cutetiTcmtoufa decimali 


(1893) Romanus i RIC “o a 
(4410) Ceufen DI a 83 n DI ù ci 
((68)) Snell "a 350» (poligoni nt) 
(699) Shaxp <a fpediale seme) 


44t06) Hachim n nd n #0 

(11395) Vega è RBL e 

(34) Dose sd n a 

(983) Rubheried | 0 è #41 0 

(253 Stauk4 «+ POE foto 52 gin) 
La eterea di un maggior numero dierfre ea dorata 
alba dperaura di bora ua periodieta cd uno leg. 
ge che defimisse 4 susseguirsi delle ciffe. Ma nel 1882 
F Lindemann dimore che V è seu numero troseenz 
denti e decadde il morente primespale della ricerca. 
(Gia Lombert (11:5-1) avera dimostrati Irerzazion Ì 

£ auvento dei computer, è qual, opportunamente 
progrommati, possono fare caleoli velocissimi, “ma possono 
anche dare tisposte logrehe ,.3u gruppi, rnsier, © fPeguenz 
ce dr cifre ha portato un vimnovato imferesse al pro: 


blema. Nel 1953 in Pmevea, col la coleolatriee ENIAC fe 
tono caleolafe 2036 efre nu fo ore Lavoro. 

1954 catei@hia NORC -» 3093 effe au 13 minubi! 

1959 n 189-f4 10000 eifu dora e hO minuti. 
oggi com wu modesto personal compila si calcolano centindia 
di'cifre ‘n pochr.secondi «10990 cifre du Sow. (GA. Feettali 
Elik d' Silvana. Betell' è Romolo Brolehini, ed euiebelli 1989) 
(CF rinite ‘Mottematics of Computation” L'articolo di 
DSbauks e TM Wreneb Ir Cateulation of % 100000 - 
ecimals " (Seuusis 196%)] 

La possibili la di selezionare lo f reguenzà delle 
cite, ha portato ad una nuora Seropinaii 
di insiemi numerici e precisamente < pumeri MORNALI 
An numero normale £ definito dal pare che ciascuna 
dll 10 cifre 4,8,3,4,5,65k8,I,0) compa 4 media, nu mecca, 
und volta su dieci j crarcuna Coppia come Sf 097 compare 
su media sua volta su 100 } ciateuma tuplelfa 3116, 4f0 RI 
ec com uc media ua volta sumille : .... e emiria. 

JI nume normali ferono intodeti; dol mafemati 
co froncese En Borel. Un suo comfemporaneo 
olondese L.E.S Browwer, Sr pose /l problema Ax 
mar, nell'espressione decimale oli T panna 


mille zeri comseeutiti. (Peltema autor ‘oggi mon visella). 
vi 


«4 studio ole numeri, che, via via nel tempo 
AE sviluppato, ba portato pema, per l numer 
non esprimibih mediante fozioni, alla denomi 


nozwone gl numeri rrmozroneli , e quando anche 


le potenze di ques t numeci mon sono razionali 
vi bermo i numeri teoscendenti . I primo numero 
trascendente fe scoperto da I Liouvile mel 1851, 
ed è dato dalla sevie: 


d 4 
lo + 7a Da Fit pat 


E evidente che mel numero oli Licuville si pud deter 
Toimare uma zone ove Vi siauo ceti queutiti di 
zeri comeeutivi, 0 più dr esse. In ferma decrmot 
d numero È 0,110 001 000 pov 500 200 000 vo4 00 ..- 
(Esattamente cinqui ami consecutivi È impossibili dun cia 
ci fu 1, ma fia zeri Q, vuo ed uno è possibile). 

Per conclucmi sui numeri brasceudent considera 
amb | cosenì degh' amgoli del tuaugelo frmote dl 
Lato e dall olragoneli' dlell'effagono ore d=%; 
VEZZI 47; UGITAZZA 54 j C4B+Y= Me+$+4)= T 

Cosol = 9,9009688 64902419); Cop. =0, 62348980 1856}335 ; 
C0%Y = — 0,2225209839563/44. Fbbewe: leosk\ng)fay= + 
coS% + Cosa +en't= e j cosd —cnpoent= 4 . Come 


Su vede da numeri trosemolenti È possibile asoa dei ravionali . 


rracuato i tuangol 
rettango ssoscele: 408, 
Inseriffo (n una semi: 
erecomferenzà., 31 Îrac 


cmo ache le semi= 


circonferenze esterne 
al teiamgolo cal aventi per diameho è cadeti' AC è 8, 
de fre deuicirconferenze delimitano due Lumule, 
Se £ È da Luugherza oli sus cateto ed LV5=A 
L'arco di uua lumala sori: A=s&}7 (Heft - £(88) 
afr-(FE-- £r-(44)- £ 

eL'oua delle due lumule =£ sguivalente al Ériangdo 


AC8 (indipendente da 7). Cio elede 7, ma non 
risolve /l problema dello quadpotura del cerchio. 


Anologo :/ problema della sevione di un cilinolro 
sezionato com un piauo passante pet 
nu diametro di base ed imelineto 

ea bas di 45°=T, e pessibele 
dimohare che il solido lratfeggiato 


alla piramide a base relfaugotae Ext e$ olteza 
peru ad v. (Fattocco” modibendente da 7} 


Cenni olistoria delle serie 


Jl primo a fore uso di serie f Rrehbimede, 

i quale, per edleolore l'area della porsbola 
f 

d TET fa de cpòs UEIIEZI fs) uso” 

la serie: / p F 

4+ i + DE + DE, +7 


che nor definizemmo uma somma di termini di 


+ 


una progressione geometrica di ragione $, &l eu 
valore: Su= LL sr9° 1-%" . od 
1 2 3 79] = A Sdi 
PRC IO 
Sa = Fiazgo 1 . 
Passeranno molti secoli, prima di' vitrovare 
/luso delle serie. Nel isso fi P. Mengoli per. pri» 
mo a tiomoicere là direagenza dello serre armonica, 
GW Leibaiz, me/ 1682 mise in evidenea l'esistenza 
dr serie non assolutamente convergenti’ con la 
dee: d-p+bobe. =%. Ala Cauchy , mel 
duo: Cos d'Analise. de L'Feol Peyt"!natzze «ga 
Poria 021; tratta /e serie aucde a ferri 
Complessi. @ porta: J suo nome il criterio generale 


CA conergeuza . Tralta fe serve doppre & sono 


su 0me/te.,€, 


Inte grazione per serie 


Data una funzione fa) integrabile. 
15 un mfervollo a,b, ove l'integrale ha un va= 
lore fanito, Tuitava non esprimibile em unà fore 
mula ‘n termini finite. Sn oltre parole ; co metodi di 
integrazione che conosciomo, non riuseiomo @ risole 
re l'integrale A (Per ssempio: fe de) ; 
5: LS 

In questi’. cosi /a fo 31 sorleppa n Serie dl cul 

«singoli termini sono nfegrabili. 
1 abbia gundi la serie in x: 


St) = U() + Gay t + Un) (convergente ia a,b) 


LS può dimortare che: 


x x A Ci 
(Sh = fuerdi + fard + fard + 
d ha CA a 


a= Lafbf; desde etde . a - [ed . 
li (24 n 


I problema del pendolo 


S; abbia un pendolo di 
lunghesco 14 vi feno 0 
che oscilla, denza aftretù 


da Aa8, compiendo b777 


angolo 24, per ogni cscil 
lazione semplice. (s dice oscillazione complefa quando 
da AA pendolo Forno ie 9) 

Comsideriomo il pendolo ww A dl tempo È, e consideia 
mo: - Lx L'augoto VOR; rat-/augolo v08; sia 9 l'accelezazine 
di graditi; avcemo che la “fera peso” P= mg pes 
scomporsi du due diveioni ed areio La goa. Te 
tende il fe del pendoto, e la fora F, reg entii 
forza motrice. J/ punto A abbia quota wi wripelto a 
I; Cioe // tavoro disponibile (energia potenzizle), soui 
= PL = angh ove: h= L -Leosx ; 

In un punto I, intermedio fe AeV, dl peo 
Posta compiafo aroro L= mal (cosò- 014), o 
ero 10004) rappresenta la perdita d' quota che È pe 
poreumale ‘alla perd ba di energia aa Questo quelo 
di energia potenziale «1 È trorfrwwoto iu Quangia ei 
metica : E =pmv®, ove VÈ la velouta lougessia 


k, speriferiea, avente La dicerime delle Jon F(mehics), 


la F sora” nulla quando la masa pendolare è in V, 
ove, tutta. l'energia pofenziole sisara trosformeta in 
cinetica ) fa veloerta; cura raggiunto if massimo, ed 
il moto continuera per la Legge d'inerzia , 4ssendo 
nulla fa, forca motriee. Por questo l'espressione peo? 


e detta forzo viva. (Molto meglio chiamarla energia sinetica) 


Zo velocità pesferica. V= We ove w € 


la velocita angolare : w=@0 avendo seelto 9 eo 


me variabile oserllante da - x a +4 e Weerersa. 


per cui : | E. = + rl'(44) n | nbg{cs0- cos) «| 
def _ 55 (ces9- cos) | cosos(- pub); csu(1-u0t} 


4-4 (Fabry) 


dé 14 VE L I 

do CIV} Veg 

-Se ‘ndiehiomo con T i] fempo Impiegato per eompiere 
unà escillazione semplice (fed +4) econT=glh ul 
periodo è tempo impiegato a compiere una oscilla 


zine completa, ese 4e indiehramo con fe frequenza= 
= ogni quante unita di tempo 4 pendolo si sipresenta 
fer è linverso gol Period] 


Doll ‘espressione : Ge calcoliamo ;/ periodo T- 


T ta __ 
- (de -gfdf£ do 
| i si VE VERA 


operiamo un combismento di variabile: 


Consideriamo X come und cotente e pontomo: 


« pine [fog 


deriviaàme per trovare dé 


de» Ci 
F 002. de = nenpde da ew: de eni = 


de- £Ke019 d 2Ky41- #4 ; sostrirendo: 
d1-w'$ ° V- K'Auîg 


giha: T-AE:/ ptc» Val = dai 


a 


la, JA- K'Atg 


Fee è limiti hi integrazione obbiamo attribuito a ti 


la massima clongazione, SIOE qusg= 4 p qua +1, 


(a. filo teso per il pendolo]. Si puo anche serivere: 


AA Vr- Tai -«[7%& z] 


I due integrali sono rdentrer se consioleriamo una fed 
i 


pereio”: % dh 
£ 
7-45] Va - Ruuby 
K 
ve: de 


è Vi-Raaiy 


È du antegrale ellittico di prima specie. nella 


dira ferma canonieà. 


Ar visolvere «n integrale elitizo vecorre fare 


lo sviluppo in serie, amemo: 


luppo nserie 

degl ‘nfegrol, elitrei di prima specie 
f f 4 

mr lidfroe sd A de = 


do SOI 


sà 
= ircgomira LI city > LPI rtraba 7h 


gi nfegrali eersingoli elementi ella serre sape 
pramo caleolazl, per <sempro: 


io DI 
3lifu {5!! 
vele fe Ale] 


Nel pendolo se consideriamo piccolo, od: 
bora H=4bna sorda piccolissimo, coseche', im 


prima @pprossimazione, pesssamo traseurore L 


termini u potenze oh' K Quindi per le piecole 
oscillazioni <L perwodo sard : 


valida per ose;/la%on, Complete ; mente: 


vale pet oscillazioni semplici. 


Forto K=Ahee posstomo ticarare T4SAR 


Va 
Da dla = ca IY,39€ ( Lumghezzo del pende 


Lo che Lotte dl seconde). 


Se invece dalla stessa fermu la © cavia mo 3 


Ch £ - possiamo misurore | ‘oecelerarione di 
gravità ° Per esempio: avendo ur pemololo Lnago 


4 meteo: 4° 96, si misura, 4 periodo T, di 


% 
Li n° « è 
und oseillazi5ne semphee, o meglio / Misura 
al tempo ‘impiegato per comprere N osesllazio 
ni 7 Ta per Cipro 10 0Ierllarioni semple' in 
102 sx avremo = 628 = 402 3 T9°= 1,0404; qeleli gm Ya 
209% l'accelerazione di grovità terrestre. 


Sviluppo m serie dell integrale elillieo 


di secondo specie 


d'integrole ellittico eli seconola specie, è 
ziduerbile Alla ferma: 


4om= (1 VA - Riseaip | 


Sn luppando in serre ( tnfegrando, si ha 

Li piy]*= IZ. - Rudy - Sten — Fix fut. sh 
548) = P_ pe fin biella. 
1009 = P-pRfroy de - fire futrd- gif 


Gli integrali li sappiamo ealeolare : 
Sup de= = cospee 
focigipo som0gtep 
AE i ine mie ni: 
Ga ero € possibile caleolare gli integroli 


ellittier a/ variare di Ke di 9. 
Foto K= 4648, diamo una tabella 


4 integral elttrei utile per 1 ealeoh: 


deg 


Iobe//3 degl integrali elhiétice 


(= arcsenk) 


P__dp__ 
veci Varzi 


d 45 = 60 90 
4 |0.0445 | 0,0tt5 | 0.0175 0,0485 |0.04}5 
5 |0.08}3 |0.08}3 | 0.0873 0.08}2 |0.08}£ 
40|04}48 |04}50|0.1f52 0.4339 |0.1936 
4150.2625 | 0,2633 | 0.264 0.3596 |0.2588 
20|0,3508 | 0,3526 | 0.3545 0, 3438 |0,3420 
250.439} | 0,4433 | 0.470 04261 |0,4826 
30/0,5294 | 0.5356| 0.5422 0.506 |0, 5000 
350, 6200 | 0.6300|0.6408 0, 5833 | 0. 5Y36 
400.416 |0.}26}104436 0,6575|0.6428 
45) 0,8044 | 0.8260|0.8542 0.#282| 0,}0}1 
50/0.8982 |0.9293 |0.964t 0.f954 |0.}650 
55|0.9933 |1.033#|1.0648 0.8588 | D. 8192 
6014.0896 |4.4444 | 4,245 0.39184|0.8660 
65141869 | 1.2545| 43489 0.9}43 |0.9063 
0|4.2853 |1,369}|1.4944 4.0066 | 0.939} 
45|1.3846 |1.4879 |4,6498 4.0}53/0.9653 
8B0| 14846 |1.6085|4, 8125 4.4825 | 09848 
8514.5850 | 1.1308 | 4. 9826 1.4678 | 0.996 
190|4,6858 |1.8544|2.1565 d.244 |4,0000 


numeri immaginare complessi 


bbbiamo gia ‘Infrodolo, a primo volume i) con: 

cello di numero epr e (mmagihario complesso, 
n particolore V£ Qperatore (nmaginorio €. 

togliamo ora estendere quer concetti bia 
nmitandoe, dl geometria pràna » (Sistemi 
posi di vettori). I caleolo veltforiale sora 
viluppalo olopo aver trofat /a geometria 
neilo spazio tr/dimensionele 


Abbiamo visto che lalli ; numeri reoli sono r6p: 


presentabili sull'asse seale ; qualangue s1d il punto 
fissato come origine, e quelunque 10 Ja grandezza. 


«modulo assunto come unità (L'inita: del segmento pus 
essere d millimeho, come 4 Nilometro , 0 addinttura un anno luce € 
Hel mibiardi di Km) Ci domandiamo : ‘cosa cambia al 
vauare del modulo unitario” Prima di'tutto occorre os 
servore che ;l dimensionomento del modulo unitario È 
telativo od unita di misura convenzionali utili per 


definive la scala grafica di un disegno cio permet 


fe di Ingrandire particolari minuti 0. fare uoluzioni per 
ti . 

avere una visone generale dell'insieme (Bersere un anno luce 

come modulo, signifna abitinguare atta distanza. di puo meno ki Amm. frazioni dell'ordine di 16 Tse ima 

come modelo pundisme 4 mm., atta distenza d'un millimetro ai dishaguono + numeri intari.) 


E' rilevante che , quolungue 1519 jl modulo unitario 


scelto, esso rappresenti fo stesso ‘nfimito numero dr pun 
tie che infomità dnni luce o mofiniti millrmetri portino 
a quello stesso infinito (( ‘ndefimito) che esula dal nostro 
Campo dimensionale. Cosl come un segmento È composto degli 
dtessi infinito purti della vetta ; e /a retta dello sfesso infini 
to numero diisegmenti. Questo teude © dimostrare come ron 
«1a diverso vo” da co; come: 47»4 , Come; 0"=0. 
La disputa dei matematier è inferessonia. (vedi vot. c) 
Torniamo as numeri immaginari complessi 
Se ad ogni punto dell'asse reale si fò corrisporde 
se un numero reale, un punto P del piano cosà cappre= 
senta? Se "0î e'L sono due numeri reoli, ‘seg: 
menti ehe / rappresentano pes 
sono disegnersi cons ecufivi sul 
l'asse reale in modo ho Gi-a+b, 
Moltiplichiamo E per i; o meglia 
Opphichiamo l'operatore Cdl se9= 


mento 4 esso tuolera' di %=30 
e l'estremo 5° si porlerd iP". Se portendo deo sup 
poniamo di camminare sull'asse teale, quando dreivià 


mo in P' artemo percorso 11 segmento OP'=+a , € se 


continuiamo sulla stessa relta, quando arriviamo 1n°S" 


quremo percorso cl segmento ds = op'+PIS ="2+5) numero 
veale. Se invece arrivati im P' percorriamo id segmento 
Pip=+ib artuveremo iu P; complessivamen te doll'origine 
abbiamo aggiunto la disfanza GP, du diverione 
da 0a? ; Papa j mentre: g=anehy(K).; 
‘hh effetti nol dbbiamo percorso L segmenti (ar :5) 
che rappresentano Un numero immaginario complesso 
di modulo 2 EEE ed argomento 8. 
Equi importante vilevare che percorcendo Ias 

se venale .s1 considerano segmenti eoppresentotivi di 
quantita numeriche qualificate ed offette dal segno 
+ (più) è — (meno) a seconda che ;)yerso di percorrenza 
sua comecide cd opposto cl verso dell'asse tedle. 

Percorrendo invece segmenti determinanti numeri 
immaginari” complessi, nem solo si hanno imfensitei 
rappresentate car moduli ed affetta dae segno di 
pendente del verso di percorrenza, ma queste quin 
lita sono auche caratterizzote dalle direzione 


delermineta dell angolo 8. Chiomeremo qQuamdi 
Seolori quelle grandezze dimensionali Aefinite 
seto dalla quanti ba qualfeota affetta da 4690: 
ome £ volumi : iN mi 0 barsco o energia staN nua)» 


pettoriol quell granderre 


Chiameremo invece 


che per essere oAefinrte necessitano dnehe glela, 
direrione, oltre ché della quanti ba qualificata 
afferra dal segno (pe esempio: le velocita (N lee 
« Aierione vd j la pressione | © copi magnetisi, 
- corpi elettrre;, 06). In sintesi, mel caupo cei 
mumeri relativi, su numero reale È quo seglore, 
un aemera immagimario complesso È deu vettore . 

V = simbolo della grandezza vettoriale 

Viz+E = mocluto scalare del vetfere 


M = 
8 arch (H) E argomento del vettore 
notiamo che : 


a nni lap del vettore piono 


6 = |V] 4en(e) 
Fero meglio ehiamore vettori’ le grandezze che tratte 


remo mm compo Zridimensimale, e denomimare Guaste 
gramolezze : Numeri Complessi che indichevemo cel 
simbolo x. e falvotta cm Lat possono rappresentarsi 
V=(P-0)- forma geometrica del vettire 
z=fesib): » binemra 
PES Iz{ (conp + cio) > foma trigonometr ea 


4a Jzl (e) & forma esponeuziale . 
( abb amo già olirmostrato che etfno + cab, 


Srosservi che Z =(2+ 8} equivale al segmento 
orventato uscente dall'origine degli assi Se hamamo 
De l'asse teale , ed Y l'asse Immaginario , “a È £ a» 
1e15s9°% , meftre be l'odinota 4 del punto fs (@, 4). 
L'insieme di tutte le coppie ordinate dix eX pdyeY, 
4 serbulo € 57 legge: ‘opportenente 04°) dicesi Frodotte 
Cartesiano e rappresento Widtti i punt del piano 
x,4. Acrasuno d' essi È connesso un numero ; reale de 
«punto giace sulla x, vimmagindrio puro Se giace solla 4, 
dd iinmnaginaro complesso per tall, rutonti' punt: del 
fpramo. Vi © quindi un parallelo fio le coordinate cart 
srame e l'espressione bimomia complessa. 
Operazioni sui numeri complessi 
Somma:  (ribli(crid) = (Q+)+ (+9) 
Differenza: (aribj-(crid)= (0-0) +i4-4) 
proolotte : Gribfc+id] = acribe+iad-bd 
Di (Gaba) i(3c+d)) 
0/4 ‘prodotto di'cie numeri complessi € un pumero complesso 
che ha come parte teate Ja dlffmaa fo it prodoto Selle peri 
reali ed «£ prodotto dei coefficienti immaginari e per cofi 
fieiente fmmagindrio fa somma dei prodotte fia ra parte teak 
d'uno ed if coefficiente Pmmaginazio olellotio raubierol 


mere 


Guozienk : (@+ 05) 2 ta+ib)(c-cd) loc+bd)- a be) 


(etid (C+id)(e-04)° +4) 
Gab) _ fact). /be- :25) 
(c sid) c+E ‘f c'e 
Due numeri Complessi #1 dicono Coniugati guando 
hanno uguali k porti vedli ed opposti’ | coefficienti im 
maginàri. fe empire: (a+ cb) sd (2.- ch) per ess) È teo 
VASZA somma,.si@ paolo infatti rt) fai) = 222. 
brc) (a- sa db =(m)' 


reccipweo . 4 = 4 (au). a_i 
a+ ib (@+ ib) (ari) “ ue 


A arl ie 
Hib) (N E 
4 PRE Li 
dazi © qu * uu 


quadrato : (arib)* 2 (a- b)+ ilzab) 


Queste perozioni possono essere eseguite anche se 


€ numeri complessi sono espressi in forma aliversa: 
[U/(corsi + crd) rai (Messe) i (pr Vs) 
MEM? (men È sviluppobile in questa farma. ) 
IMests iti): |cep + ip) = ) = 10 Vfostenp- sassi) (fps ran) 
ei MIK corna © tt p)] 
{ue D Tu e) = ujjyj (#0 


di mok' là sintesi n esponenziale : 


ue“/me't = ped | dp 


Iul (co + 0'rcu) MPI 


; 5 us (a-A)+c n) 
IVI(c01p + Lap) ivi 


te A_ (coro - cacad) 
NI (050 + cud8) ivi 


1_. de? 
Me TA 
Potenza di mn numero complesso 


Conuene owismente usore la fermo esponenziale: 


(ue) men. | af pong dr 


na ossia] WAGAZZ i sto) 


ed potenza. ol'un nemero complesso e un 
numero complesso che ha per modulo fo pos 
lenza del module, e per argomento tate 
roete l'argomemte quamt'e l'espomente. 


Guesta tegola &€ ralida amehe pet esponente 
frazinari (earinoli) cioè per le vadrei., 


Formula di Moivre 


D2/z/ (€ modulo Ai un numero Immaginario com? 
plesso, l'espressione à 
I ff (cosori suo] = i (cose) i sen(8) | 


È delta formula di Morvre ed è usstò per il 
calcolo delle vadier ernesime di un numero 
complesso. In porbicote per ta radice quadrata: 


Menini = Vi (RT AMET) ] 


i Ù n VA 
ze rodici ennesime dell'unita 


gl 


Si traccia, al centro assi, un 
cerchio di raggio uniterco. Si 
divide la crteonferenza ém tax 
te parti quante’ l'indice di ra 
dice, questi punti’ espressi’ ‘n 
nume complessi sono le radiei 


HA 
dell'unità PI cur moolulo: [4 mon Varia con l'indice di'radice. 


+4. ? 4 + 
Sa AI Gi VE «3 


Disponendo di tavole turaonometrihe la fermo la 
di Morvre È di’ gronde ausilio per le espresioni” bis 


nomie per esempio: Ul arene: ag0 e; 
Rd = 30 | ILA | FILE ) ILLE 
TE= co(0) + (du(o) = 4 (codice vente) 
= colf) + è deu(12) 1030901 + i {0,95104) 


» cosfiati) + è dtet{i) —-0,50902 + è (058149) 
a=cosftis)+ è Au(ti6)  _-0,40902 — i (0,599) 
scosfaar)+ i sa (287) _ #0,30902-1(0,95106) 
I poadimento puo essere 
esteso ad indici di radice più 
grandi su porticotare se lindice € n} 4 deve essere 
moltipheoto pe (m= 4,8,8, ... MA) mentre per le prima. 
radice /'augolo È 03=2m. 
Per la vadice sesta dell'unità si 


possono seuvere { suoi valori ciulfamenk 


Isisteni di riferimento 


F issore un punto nello spazio, significa viferize h 


SUI posizione gualeosa di rimmutàbile. Consideriamo 


mu osservatore 00 «mi punto nello spazio, Untamo ioleale 
mente Giunto punto con la pupilh dell'osserratie è sup: 
poniamo oli Gmoseeme la distana. DPF, civ'consente di 
determinare La posizrone di tatti ponti sulla vetta GP ans 
rmemolo come umiti pesitiva {a distanza SP nel Wrso da O 
a P. e negdtive 4 oAikfamze mrsurate 1h Verso opposto. Ja 
questo caso ad Cai numero reale relative comssponde uu 
punto su OP Supponiamo ora di' emoscere um secondo 
punto Q; testa determinato <l piono POQ e geuindi 
la percendctare a tale pprsro. Ma affrnche Q 
dia retamente determinato occorre comvacere mon 
Aolo la. distonza da, ma amche l'amgolo P6R , e 
de tale angolo È alla pesta 0 alta cinisha dell'oss 
serratoa che guarda P. È cè connesso 1 verso della 
verbicole per 'oaL piano. Supponiamo di'aner frac 
ciato su n foglio ea vetta orientata DX, (me 
rarobilel; una relta i puo puentarni si due modi 
diversi, CIOÈ ‘n modo che la rella 5È ruot; ant 


orario per sonafporsi dd CA con versi coneordank,, 
€ il'verso ch vuotazione gell' e 
Fa 


oppure tuoti crono 


valore % 6: Quindi per determmare un punto rel 
prano, cstemo la oi due numeri : Az(n,t). 
ed auche : GA = Ky + iYg. 

Al parallelo fe Lo forma binoma d'un pumero 


complesso e (e coordimate cartessàne ortogonali, 


comvisponde d paròollelo fra la forma, esponenti ale, 


dello fesso numero complesso, e/e cordnote polari. 
dl modulo |) = Vi se / argomento: f ceh.) 

(ZI =[ii e); Possono univocamente determinore ht 
è i parti del piano. 

da l'uomo non dispone di und direrione' privilegia 
ta sulla quale porre lsuo asse reale” , dl cos 
quindi 51 complicano quando dol sistema prano SI pesi 
sò dl-sistemo tridimensionale, 0 addirittura ennedi» 
mensionole. Asunta und direzione (arbiteoria) e su UnA vet 
la, omwenteta mtole direzione, fissiaomo un punto origine 
(arbitraria; supponiamo che questa vetta sia / luse divo» 
tazione old 4 imforno; £ interno può ruotare in due 
resi opposti , per distinguedi cy.st avrale delverso della 
vetta crientata . (Due persone che sr brovame da dendi opposte 
dd cn8 vebrato. traparete, ed una cu buaceia sul vetro una 00% 
conforna mueterdoti ru vero cranio, civî come Lui vede 


muorea le Losscitte Sell 


gtelogio, latta persona vedrd trae 


eiaze /a ertconfereuze n verso aufiororio, SI0È opposto cu 
come vede muovere le lasicette cell rolzio, del vesto 4e lt2s 
logio fosse Ararporente, visto del di sele vedcemmo muovere le 
laucette iu verso apposto. 

Questa semplice telotivita dell'osservatore, ha porbeto 
ad und nm ammirevole confesione ‘n vari testi h' mecconi= 
ca cazionola, di' analisi, di geometria , ed oltu. 

Se obbramo per asse di zofazione, unò rettà orren: 
fata, nor dobbiamo guardare la sotazione del suo 
Infomo perendo l'occhio dalla porte della punta 

della freccia che indica il verso della retti. e guardan: 


PAIESI 


Yo de vediamo lin 


olo verso fa codà, 2 

torno della retta muoversi come le lameette dell'oro 
logro, cio€ come ch; legge vede. questo verso di rota= 
zione : (* ditemo il moto Qrario e invece ve 
diamo l'intorno della rettò muoversi : 2) , diremo 
i/ moto_Qnfiorene. 

Anehe questa € und Convenzione, ed € generalmente 
occettota. Con molta umitté dobbiamo eisomoscere che 
L'uomo per define per guale verso ruote un Corpo leve» 
fissare mu reso arbitravi all'asse di vuotszione, ed 
uma posizione (arbitraziomente condenuta) ‘per / esservatore, pon 


besta! Bere ona gonarle 


ad un morimento che sivtiene poto! 


Barehisiio di'capire meglio ques fo argomento Pn 
damentale, facendone un 90 di storia, 3/ line di evita, 
ve perplessità” a chi legna testi di omni passati. 
Consideriamo un vomo,in pred, ol centro di un gran: 
de ovelogio orizzontale ; egli vede apparire /e lameette del 
Ie orologio alla sua sinistro € le vede di ergezsi ‘verso la 
sua desta. Cosf come un vomo nell ‘emisfero nord della ter 
ra, che guardi verso sud, vede “sorgere” il sole e le stelle alla sua 
Sinistra e li vede dirigersi e teamontare alla sua destra. Un 
tale moto fi chiamato: sinistrorso perche Sorto” a sta 
nstra 0 anehe destrogiro perche gia veso destra. 
I latini usovano il verbo:ortor per sorgere; Ovicho jnei Tristià: 
side cfr orlus erol = "La, stella Venere ero sota’. Da CIS cons 
venzione, di'ebiamare: destrorso 0 sINIStrerso un vento che 


provenita da destra 0 cla sinistra. Si avevà cioe per k 


tuofazioni : ctazio = dlestrogiro=sinisfrotso 10, antiorario = 
sinistrogiro = destrorso . Purtroppo alcuni fecero confu 
sione credendo: sinistrorso = e «antiorario. Sorse 
ro dissute e vennero (dotti dotti” ; qual senza Tener conto che 
le denominazioni sono solo eempenzioni” #} fecero notare che 
la desinenza L'orso” nom deriva da ‘orrori ma da Bdaversus” che 
significa rivolto veso” e quindi: Stinaforso=smnistregiro I... Se arts 


sero fatto Sassi avebbero notato che i due termini erano usati 


come ob osti. (Fresa eranodlottiseh inletin) GF. Levi-Crsita-Amaldi , compa 
drendi.Mteesacaia Raianaleszonichelli Belegno -1965 porto E pay s5 (00t9. 


Luseiamo perdere le diseussioni fo scienzoti 
Noi consideriamo una particelle snfimitesima, (pon un punto} 

ehe 1 muova di meto comungue complesso, essa, stante 
per istante onto uma traslazione secondo une retta. orienta 
la (fangente alla braeltoria) ed uma ruotazione intorno ad un 
asse pure orientato, per definire il verso dl rotazione. 

vb generale /a retta e l'asse di rotazione non sono corner 
olenti, inoltee variamo stamte per istante. Se fossero 
eornedenti e nem mutassero direzione, sranebbe i 
moto della vite nella madrevite (4 dado) che puo 
essere ‘destrogira” (come le viti di uso comune , dette 
appunto desteogreo) gppure stmistro grcà feome certe 
viti autebloccanti). Supponiamo di avere un bullone 
con dado a vite dehogira, @ di volulo awitare 
mel bullone, a moi osservatori appare come se 
lè mamo desha e la mamo sinisteà 51 muvrane 
di verso opposto, pes se prrudiao D2774 orologio 
e Lancelte , sia la mmouo derka che fa mauo si: 
nstra,, a sui 31 tr009e l'o fo, Oporamo at mo 
vimento orarn tenderte ad audi esper la pesto 
mne del lampelte & e/10° perche” L'rctozo uva, 
potta “TH alli mao fera e l'altra vola, 
2 affrcci alla mamo sinistra. 


da ue desfrogiza sr allontana dell'ossersatare 
ehe la vede muovere con rotazione CORONA, €, 
silaerma all'osservotore che la vede muovere cm 
rotazione autioraria , Ricordiamo ]'esperienta di 
Versted, € la &gge di Brot e Savart | * Une 
corrente elettrica, in un comduttore rettilineo ) coma 
«devata nel verso ‘omvenvionale” clat polo positivo a 
polo megalivo, genera uu campo magnetico che 
ruota intorno al condultore, tonvenendo” che il 
verso del campo magnetico sia dal polo sud , al 
polo ZA orcemo che i due moti; quello di trasta 
zone della Cortente Ie quello di ruotazione del 
I4- (4-7) campo magnetico # eorrispog 
ca J. i donò complessivamente o/ mo 
n to di aviitomento della vite 
di destrogita. Con co dppore chie 
ARES 10 da quale porte sardi ;/ Nerd dal 
di © la colemita ottenuta da uu ai 
Uinento a solenorde, di un conduttore di cowente , attorno 
ad un nueleo ferromagnetico. î (0 figuro]. 
Si noti ehe il verso oli avertomento o svtamento, 
fra vite e maddrerite € cn movimento mutuo e pertan 
fo indipendente dall'osservatore e dal sistema di ti. 


Person Te. E 


lechamo ora il caso che_/a vetta orientata del mo 
to di traslazione della nostra particella e l'asse di 


rotazione della particella stessa siano pempendizclori i 


eche lardla è l'asse si imeontrino in un punto sntezno di 


Un corpo di dimensioni finite ove si frora La nostra portreelk, 
salini tesima,. fer semplicita” consideriamo sferico il corpo, 


ue” "#3 tggranna -— I punti sull'asse oi co. 


LIA x 
' 7 RT tazione sono affetti 


solo da moto trasloto 


bio (mon hammo Velocità 

porsferiche di direzione 
È olivea) esia I questa 
retocita media. Pero ad un punto come A occore ag: 
giungere la velocita di trastarione us WE ove't'€la dislan 
20 da 0 ed u lo velocita angolore; mentre al punto 8, ta& 
relocite va tolte Se fpeciamo il diagromme delle veloci 
tai nella oiresime di traslazione, notiamo ehe esiste un 
pento Qua ui velocita & istantaneamente nulla, cioé è 
come se fo sfera di diametro : AB=4t fosse concentricà e 
soliolale con und sfera di taggio DE=R ehe rotola senza 
striserare sulla vetta ss. Cioé /a normale pera ala 
48, & run'gsse di rotazione istantaneo con velocita angolo» 


te 3 Vf = (ci06 la velocità augolore è invorionte cngli cat) 


—Se /a drezione di trastozione, e la ditewome coli 
tuotazione (Possiamo dive” oliverime di votamime perché 
l'osse di rotazione puo spos ters parallelamente a se stesso, 
< deve essere oerentato per decidere il verso di rotazione, no: 
obbiamo convenuto per cieine di rotazione. fa. dAwwome 
di evanremento © atamento della vite i fer 


mono un èngelo qualsiasi diverso do sero e da T/,, 


S/ può sempre «SCOMPOICE, fo olitezione di rotazione 
tu due direrioni, una parollelà ed unò perpendieo: 
lore alla diterione di traslozione. Se 0 È laugolo 
olelle due direzioni ed w la Velocità amgolore 

= w c09 = mote di astomente 

Wns wW 5200 > moto dr ic 
Se ccomponiamo la velocità V in Sirene mormole 
2 parallele alla direzione oli totarione arno 


= D£EPT = ovamzamento dell'ossitamento 


SI sy 


= Vaud = avauzament de votolomento 

Fra gli infimiti assi paralleli alla direrione di 
tototamento , si è dimorvato che n È uu as 
per il quale E £ zero o minime] questo ae £ 
dello asse di eMozzi. de dizerioni A teoslazione e di 
rucolazione determinano uma giacitura d'prami pa> 


vodleli, cimcuna teaa divezione normok alle altre due. 


Se con "© indrehiamo /a retta del moto di traslazione 
cem N la normale ad essa 
cm È la novmole sl piano e, m. 
Supponromo ehe 1 ed n SI imcontumo in € e pet 
€ lracciamo t. Sia 0° il punto dit im ei € 
nulla /a traslazione. J/ punto ‘0° sora “fisso, 2 poss 
diamo infrodurre /a geometria. come : “Una meccamica 


senza Tempo tinta. 


ferne destrogire e terne sinistrogire 


Nei test oi meeconica tazionele, sitiene è porre m 
evidenza la differenza fra una terna cosiddetta oraria 
0 dlestrogira ed una terna aptioraria © sinistrogirà; 


pero pese «sproiffi Teano la posizione dell osservatore. 


(bea fr Data la terna OxyL con lo precisa 
dif: hai sequenza : prima x, poi Y, poi è delta 


LS 3 anbioraria osimistro gita, se guardo 

sal do dalla penta della Z verso ve % vediamo 

la x vuotare Anbierario per sovrapporsi ad %f; quardane 

do dalla. prc delle x vediamo 4 wotare amtiorario per 

sorsepporsi aZ; guardando da 4 vediamo £ ruotare ant 

fe ia orario per tornare ade. Vicevasa s' 
{ 2 \ x vedono moti vari di 2 per cruda iu 4 


ili Y MX e diz mr pe lerne mara. 


:8 direzione 


Noi utikazeremo lo nostre terna : oxyz, dela 
Ontoreria o sinistro gira, nata del pazallelismo 
con la terns:crnt, ove i moti apparenti dipenden 
tr dalla postarone dell'osservatore non hanno rn= 


luenza perche’ nota su definizioni di moto rndipen 


denti dall'osservotere é& Vedi pag. prec). 


Jn parzticolere guado dieramo “dterime:x" 
intendiamo /'insieme di tutte le vette parallele ed equi 
Verse all'asse X. Fnokgomente per la ‘icervione: do 
slditenone 2", è qualungue oltra “direzione n°, 

Non ha senso dire. ‘in punto ale infinito, (anche de sa 
rebbe comodo pensarlo come determimonte una die 
zone). Consideriamo due punti diversi A «8 in 
compo finito, doi quéli si collimi in direzione d'un 
terzo punto C sull'asse del-segmento AB I seg 
mento AB finite | puo essere anche molto grande ) ma 
Fisso e determinato. Facciamo allontonere € (sull ds 
se) perpendicolormente, dalla base AB, via, via che Csi 
allontana, l'angolo sn8 è sempre più piccolo; sia 
ACB=E , guremo che per distanze motto grondi: Res ft 
cioé E 2 s ed amehe: #02 (22) o per ui dl Limi 
te: E+0 e &ovceite AC e Be Fendono ad essere parallele. 


Là # 
Croé [a direzione (‘so c+%) è La Atessa se presa 
da due punti distinti 1 compo finito. 
Facciomo ora il discorso inverso : sia C_ un 


puerto fisso e determinato 1 compo finito, ed A8 


una base molto grande , sul eu asse giace ©. Facendo 
questo votta. allontanare la base è misuriamo de € 
l'augolo AÈB, auche m questo cdso per distanze R+® 
aremo £+0) ci06 ; punti A e B 51 vedono sorcapposti, , 
‘ma la base AB (molto grande) £ tutt'altro che un punto. 
Percio all'infinito quello che concepitemmo come ws punto 
puo, nelle nostre dimensioni, essere anche una grandezza finita 
melto grande . Affenzione , com La base AB indefinitamenk 
lontama, mon combrà direzione il passore da. CA a, EB. 
Croe” ll emeetto di Limite rmpliea due sispelfi ( due 
facce) | Al di qua, ed al db Li del limite , prossimi qua 
to srvuole. N limite è come 4 punto, [a ella, «€ 
piamo, mon esiste mse_, fo poniamo not; ed € uti 
Lessimo, il porlo infatti: con n comunque indefinitamente gra 
ole , ma finito 13810 < + (8! comunque grande 57 puo sempre 
aggiungere 1) Jnvece 2a SE) 4 
Non è vero che Jacendo :9,3333333..... s/agoriumge 
+, el avnernismo ad 4 Solo idealzzando l'esisteaza. 


del lyimile EY, no Faggun, ere. È 


Torniamo ella nostra “direvone’ che può essere 


rariata oli un éngolo piecolo è piacere , € Grande 


from « piacere], al massimo di 4<360%-2Î7. Si not ebe und 
variazione doi direzcone avviene sempre su uno degli 
infimiti piani del fascio che ha per asse comune la dire: 
vione dl partenza. Non basta unsolo angolo per defi 
“pirla; con un sole angolo le infim. 


A 6A > te direvioni voriote com quell'an 


golo, formerebbero la superficie laterale d'un cono avente 


per asse fa direzione base. fer fissore. il sempiano occorre 
amche dlefinire se l'angolo vuota a Vesha" o a sinisha del 
sempiano bue, _}/ problema bi analogo a quello di defimive 
un punto sulla superficie Sferco: occome puusare A 
piamo eguaforrale, ed 4 “semipiano del merrdiano ori: 
gine, occore fissore Ja direzione nord-sud per la. la: 
titadime ed £4t- owest per la Longitudine. da ditezio. 
ne base nel caso delle coordimate geografi ehe sareb» 
se sul raggio che uscendo dal centro della terra si di» 
vige verso <l punto comune fia d meridiano di Greenwich, è 
l'eguatore , punto che si trova nel Golfo di Guinea. Se diamo 
le coordinate oli Firenze: lat 43 Nerd lg 108 dd, La. Varia, 
zione fe la divezine bor è la divine - ceufro-ter- 

- Firma £ 45°20’ ma querto angolo nm rodividua 


solo Firenze, mò UIL { punti che 1 como, com vertice 
d/ centio della terra, rntercetta sul globo. Partendo da Prime 
poasserebbe per fo Azzone attraverso il Brasile , / ocedno 
fttautico, la-somelia, l'imbia Sauota,/a Susa, per 
tomare a firenze . 

Quindi una variazione di direzione è auche un 04GO 
lo \piamo, ma mon solo / Ampiezza di tale amgolo, 
ama anche fa posizione del semipiano, 0 de/ priamo 
se aggrumgiamo i/ verso cella variazione. Tre asmi condi 
noti, ovvero tre direzioni coarcinate, tisolvono il pre 
bema . Noi considereremo quindi DITA “qualisiasi” 

unto "0" in campo funito come “cente” del no» 
stro sistema di ferimento Da questo punto retage 
giano le snfiite semirtte nelle infinite diverwoni”, de 
supponiamo come gh toffiniti raggi R cli una sfera di 
centro 0, sfera che va crescendo fino al limite 
del finito ove 9a erascun punto della sua superfice 


cortisponde uma. direzione da ©. 


Cr domandiamo se /& variazione di’ Aivercome sulla 
superlrere sferica indefinitamente grande non puo essere 
CA maggiore me minoe di ‘di Ciffrenziale di misura 
Lineare) ore si ha : fon, (-) Ci do (Aifferuriole di 


Misura angolare . Cioî se da fo consideriamo le più 


piccola dimensione lineare, alta qua ‘oUura permane 
la. più piccola variazione ongolare di direzione . 

Auesto concetto lo vediamo meglio se dal centwo"D' si fanno 
uscive due ; indefinitamente grandi aventi al Low estre> 
mo LE differenziale ds delimitato ai suoi estremi da 
due punti distinti AeB. In ogni altra sercone co 

; f fu R<R+% (A tendente 

Po all'o mon ha amcorà past 
to il limite) < due taggi mon sono più distanziati’ dè un mi: 
cro-segmeanto , sono cormeidenti, eroè sonofporti, mò dif 
farenziati per dl diverso orientamento (Aiexine) de suo 
l'im dicezione 4 l'adteo È 10 diverione 5+da, Quindi cu 
1aggi Lovcapposti possono Aiffecive olr um d8 € quante 
avviene eottimamdo da € la (motto ponde) base AB 
quamole questa 4a passato ll limite :(R=%) 

Jeultori dell'oeeline er differenziali direbbero 

che dé + tmafimitesimno alrordine supero a da, 
sh quanto @ Siekto dh esiste auesra db. .S; gere 
Pero notare ehe per ru ds etilneo bastano clue pente 
mentre per rudi cuevilimneo occomono tre punti’ almano, 


ove di' sanbbe la, code. cli chi. solfeso a e/9° 


Aosiomo na lottare 


a SJeometrio analitica. 


L8 geometria analitica. 


olel prono 


Nel T Volume obbiamo gia rntrodolio veri concetti, 
per comodita rserrviamo le relazioni mote è le com, 


ple tomo. 


Rappresentazione ol un punto: 
Pz(%;%) 
Equazioni della vella ‘. 


forma esplicita 


DELL ove: m= ta) = coefficiente angolere. 
via x g=coefficiente oi traslazione lineare, 
Fer dsegnor/a si viporta G' sug, pod con aseissa=1, d/ punto 

oi ordinota:(9em) - La vetta È l'unione ole due punti. 


ax+by+o =0 ferma implicita 


€ sempre bene trasformarla im forma implicita poren 
olo: ma =# ; get Sc noti ehe essendo me 410) 


mecessariomente @ € b sono proporrconali a SEnÀ e crd 
ed hamno segno opposto. foniamo: a=-re%; b=Kcona, 


arnemo che: fat = jn'(sut4+ca84)= N iper cu divi: 


dendo /', espressione per ate; essendo g=£-=-C A 
<- peose}= I = distanza della vetta. doel'origine. 


eos fa fe) - cose)y +4=0 ] 


eloe: l 


Nell'espressione ora serilta, cf e eil gono è 


coseni direttori della retta nel piano. Pero' vecorre 


fare molta attenzione ai segni, poche’ dl cosmo È 

positivo nel I e quadrante, “mentre il semo È positivo nd 
Ier,/a tamgente € positivo nel T IL. D'attra per 
le l'infera equazione puo sempre molbiplieorsi pet-4) 


1 hamno 1 seguenti casi di celle oventate 


4 4 3 4 
n 
te Aa/. È d 
o LS x 
cod» cor <0 1013): cado 
cosfpro ipo cp <o na do 
tg>o ta >o tyg9 <0 po <o 


germo segmentorià 
L. + 4 


Di file costruzione, essendo noti , ‘punti i interses 


zume eom gli &ssi : (9 suyf;(prur) 1224 loro segno). 
fer Los formerà ‘n esphieita L (n= -9; (2-9) 


x==0 forma parametrica 
I? I) 


Per eseiupio supponiamo di prendere come parametro E, Je Lusve 
ghewe della retta & partite da un suo pento Psbpi%,), 
Memo : xe= tesa + Xp 

i: Tae + Jp. i 


(4-4) m(x xa) Equazione della vetta passonte per 


il punto: A =(%m,4) ed avente il cof 
frcrente angolare ‘Mm; CACASLZOE Ad ogn; volere di 


Im” siba unò retta per A, percio può consiceratsi l'egua= 


zione di' une «sfello piarà di rette con centro mA. 


(4-4n) . (40-4) equazione della vetta possante per 
(X-Xa) %“B87%Mm| ole punti noti: A5bn:9,) è B=0,5). 
ove:m= (faz& È = gere). 


X8 xa) ? XB-XA 
condizione o parallelismo (fra ratte) 


PARI 


e di avere /o stesso coel erente angelore fim”. 
condizione di perpendicolorità (fia vette) 

È che obbiamo coeffrerenti angolari /uno l'inverso 
opposto dell albro:(n, ps A). 


ea _ x udzione delle e 
4 —%)= +#m Gi xa] perpendicolare dlle vette di 


eoeftierente omgelare n° 
UL 


Coordinate del punto B di 
intersezione della vetta sdi'eg. 


E=mx:]e la sua perpendi. 


Lolare possonte per A 


Uh %&-9) 


Seen +4) 


distanza fe r due punti. 
n 408 (Cel punt lle zlt gen) 


ln 


La distoneo fra due punti Ae 8; vieordamb 


ace] fera 


se mè il 206) angolore della vetta AB si ha: 


equazioni della distanza 

= [(k-%]/i+ me 
186} i a We JI fa due punti AeB su und 
vetta di coeffl angolare im" 
(& sostrbuasimo : m>(fb) alterremmo: 78M) 


ale leso - sg) 


Se m" € ll eoeff angolare della retta per 8 ad 4 
coff. angolare della perpenolieolare AB PETZLIE 


imi dellà olistanza 

Fa] = (ef sr )] | eouazioni della distamia. 
178] = (co(G5)] | del punto A della vetta inter 
[la6! = (lt Alfa JI | cettata. in B della perpendi. 


colare per A ed avente pet eguozione: L.m 
-%8 


Jn generale: 


y PRE eouazione dle la distanza di 
=| Vani. | un punto A=(n.4,) della retta 
di equazione: y=mx+9 


Coordì nate polari 


tappresentarvione di un punto: P3/f, 8} 


ore: fi: modulo è G-argomento o gnomalia 


Lguozione della retta in.coordinale po lori 


Netramo che per passare, 
da coordinate cortesione a 
coordinate polori basta, 


sostitiute: 


x= pense]. [4=fomo 


Per fa sostituzione inversa : 


RiIemo : 


ipecordinote cortesiane: > in everdinete polare 
& = mX149 > faewd= m-feor8 +9 
(ARE 
Au 9 - meno 
ax+tbyee=o > apae9 + b feno + 20 
I ze 
les aio + bed 
Lada = 
rale Digi > Lsu + SUE 24 


> (paco) (ear -h) 


Tros/agione di assi 


L argomento È già ‘stato esposto nel primo Volume 
(vedi eg. del cevehio + della parabole), dh generale eonside= 
r/amo due sistemi di assi posalleli': DKYd CXY, 
ore nel sistema Ox4Y «€ punto:C=(Xe; %) mentre nel siz 
stema: Cx,4, PA punto € ha KE? ; VAZÀ mente «L punto 
MEZZA Ko Ke ; ohi Ye - 

dota la pasizione 

di un genetico punto 

P del piano, vifevi: 

x £2 ol sistema 6x4, 


e vogliamo effe 


»x fale postzione dl 


Sistema 0Xk4, au 
mo Xp = (Xe+Xp] ; VETCASTE, se le coordmate 
x ed 4 sono correlate % unà ferzione s 
essendo 4, =(4-4) 5 X,3(X-xe} aveemo: V4 


-Se Invece o8b,amo correlate le coordinate x,4 


e vogliàme eterize la curva al sistema. 
CX45, avtemo l +46) ei 


Ruotezione di assi 


dato 1) sistema di 
assi 0x4, ruotiamo 
lo, intorno ed 0 del: 
l'angolo (sunto po 


sitivo il verso di refa* 


zione del semiage + x 
per sovrapporsi 2/ semiasse ‘3) e chiamiamo 0%, Al 
sistema ruotato. Considerato un punto Poel piano vi 


ferito nel sistema oxg, avcemo: 


be 
Y 
Questa seconda espressione #1 pdo” offenere dalla pre 
cedente scarmbiaudo x4 con 1,), ed()con fa), infatti 
senta=- Seul]; costaf= e04(4). 


Se: d fa) daremo: (te +4, cosu)= f (xz;cma - 4,100) . 
bh generale da una forma espleta s/ passa al una forma 


RL, = x cosc FIN 


Ya 


= bi] Cox — Xena 


Inversamente : 


U 


Zosk = YAend 


LA + ed 


Il 


frmpli ‘esta. 


Equazione della retta Longente ad und curva piona. 


Ia 4=f& l'espressione di «nà linea dI 
' in) = taug(a mai 
E eoeffresente amgolare della retta Zig 
Sta guindi T unpunto della linea : 4. fis è 
Ye fit ; | equazione della vetta tamgente iu T 


Laai: 


avremo, pun to per pun to, 


Supponiamo ord dr veler tracciare fe tangenti ad 
una linea piana da un punto “@' esterno ella linea 


vA ‘equazione di belle Je vetta passanti per @ È 


facendo sistema con : 4=f9, ieniomo le ecordinate ci 


punti comuni alla vetta. per @ ed alla curva, ww funua 


ne di in"; discutendo le vrsoluzioni si trova per quali 
Valori di m' le velte somo:esterne , tangenti, 2tagliano fa 


Curva, — 


Sl puo’ anche ragionare divexsamente, ponendo DA 2° 
ta le coocdimata del punto di Lougenza T:: finge fake È ch, 


risolvendo uspetto a (x) paro scrivero Tann” 


della retta tangente : dt fog x A xt la î 


Liquore della tangente e della normale aoluna cura 


La y-fa) / ‘equazione della eurva, yefaye fa) ni, € 
il c0ef?. angelere della vetta tangente in(x), per cuù / ‘eguà 
(4- fon). Piu. 
(CEI 


ove:(kr)= asessa def punto di tamgenza ; ed anehe: 


| J PA Kt (ff POOA equa. della tangente in forma 


espliegta 


zione dello vetta langente sord: 


x ue az. della tangeofe in forma 
TRAVI] = 4| 69% cane 
Eena * (ene) ‘| Stgmentarit. 


ve > 9° (Lon- fay%) ; p3 Yi sono 1 segmenti rate 
cellati dallo vetta tangente sugli assi. 


“Sappiamo ehe / ‘eguazione dellè normale ad una retta, 
ha per coefficiente angolore: "4; ; percio I" equazio= 
ne delle normale per T' alla curva = (alla tangente) Sat 

(4-fn)_ 241. ed anehe: 


Ax Rn! 
Eguaz. dello normole per T 
dii > + (font X) Li md esplrerta 
Fi) Flo sn ferma esplreità 
le per T 


(fenfay +*7) * Fmi + 7 dee i ferma segmentaria 


ve: pe (Foti +x) | Sono (segmenti sntercettati 


È (fa) + ‘Ya, ) 


sugli assi della normale per T. 


£ G4AZIONI delle rette tangenti al cerchio 


sa |p of]; | 255 | 


Se è noto ‘punto T di tongenza, (asende note l'iquò: 
one basta cn solo elemento per determinare T; pe cs. ky opp 4, 84) 


J Noto Kg: 
T i *Rr + VERSI 
R° 
(Sa) 
ed Onche 


Dividendo ambo i termini delle fravoni per R Ai ha: 
= Resa R > ma Xr/= co ev cui: 

Treo Fai TS 

se noto È dr si ha: 


_ cosa t R_ | 0902 della tangente 
S° Tad | vel poeta (2,4) 


Se € noto punto @ esterno al cerebio 
e da @=(xerJa)roghomo tracciare Je fangen= 
te, 3 peo sperore /h più modi ; e ejoe } nel modo clas. 
sio: da tamgente dere passare perQ: Y = mx -mxgtt, 
mu gleve anche passore per T_: VRRE = mXr — fmhe-te). 


Usolvomo rispetto ad x: 
mx - 20m (0 re Ja)kr + (mxa-42) = Rx 
(oa844) Poe em (mXa-ta] % +ftot-t)- GE o 
Xp = (mata) 2 nata pres 


MI 


Se A Do SI hanno due visoluzioni civ la vetta per 
@ tagha il cerebio. 


A<O Nonsi hamno punti comuni ffa vella è 
Cerchio, cioÈ /a relta pet Q È estama 
4=0 Si ha una sola radice esse un solo punto 
Comune , fa cello pet @ È tamgente 
Quindi debbivmo uguagliore a cero i] diseriminonte; 
semplificondo ‘ -@ xe" Ya) + mR: R*= 0 
SoÈ i mx +e mxofa at RR =0 
[ka E) - (x0g)m -(R°-)= 0 ] 
nia VARI 


Kg =R° 


mez 


condizione di vealta: AYO È 
CA + XE -R Vita so 
Cioe. xo +8 > R ca d sia esterno # 
cerchio 
anemo due radici di m, 2 l'equazione delle due 
nto | - Rel t AVERE _ _f-Ha 


sara: si 


DE -R) xo 


rette tongenti sleerchio non oleentro 


Sia: Di RO (xe) + de l'eguazione de cer. 


chio, ove: Ke, Y sono le coordinate del suo centro. 
(a lal2 Ke) 
4 VR (xx 
Se € noto il punte 


di tangenza : T 
Besta lastissa:(X7), 


= VA + te; 


- È _(xr - — Xe) 
(KEXT) VR-0GxT 
da cui ponendo: R' (x5-%e)"4(4,-4,) sr ha: 


rn (XT Xe) 
I"((&200) 39 ui = DAREI 
equazione della retta tongente su T. 
Sv noti she, mentre la derrvata Ho e affetta 
olal doppio segno dipendente dalla radice quadrata 
dl denominatore , (Cioè per ogni xy (vatidi} s‘honno dice vel 


fe tomgenti}, ponendo l'equaine » fonzione di xr 
ed 4. 7 spatizce l'ombrgeta del doppio segno. 
Dott 17 soefierenfe engolare è >o quando : 
(xrdXe) «d (4< I); oppare (x04%) ed (4 > Ie). 
Simersamente (0) se ($73.%) ed (434) oppure: fer<xe)ed [4rc 4}. 


vd equazione precedente poteva essere scritta 
direttamente, veordando la condizione di pere 
pendicotatità.(m; < 4), aoppheota alle vella 


per 7° c0€ cosfflrerente angolare della perp end 
cola al raggio er; eroe: 


F-4r . - (Kr Xe) 
XA TXr (Ir 7 Ie) 


Zangenty al cerchio dal punto Q esferno aL 
cerchio stesso. 
l''aguazione oli lulte le rette passanti per Q 
pila eraseunà dal gr 0puo e0eff. augolare mm, 


XK Kg 
Se indiebiomo con m, 46 coeffierente angolare 
olella rela QC avremo: Pe = Vie de) "+4 249" 


= QU ni Ke xe)" eta)" Ro; 
posto: tas UW = LA confui= augolo delle tette tan 


genti cm Ge. ce0ev fed me £ Trai | 


|-4=%2 2 Ma | ove: my) € uma variabi le 


<'espressione 4 (4,3%) rappresenta 4 ole coeff 
angolari delle relte per @ \L'angen È; al cerchio. 


ei: (4-4), (ono # R6r) 
(* -*a] ( 4 3 Rm/g ) 

sdecle i (GIS _ (mare Ri) 
(X- Xe) (GT x mR) 


e l'equazione delle relle tamgenti dl cerchio è pass 
santi per (0) 


Ore sostitiendo 1 valoe sita: 


(4%) _ (n= 4a) Er eda è Rlxe-x 


(RR fera 4-40) 


l'equazione vm funzione degh' elementi’ dati; pero 


€ preferibile usdre l'espressione preceolente , PI megho: 


ss" sl 


Fette bra 7 
( Éogo dei ponti eguidi istanti Aslle due certe. 1; 59) 


i |a cita iL i 


Ung ti 


seo _L- mex se +42 MX- fs 
dieta Ù [mE A I 


JI colcolo di oree con integrali doppi 


Consrlercomo un cerchio di raggio R e cento 
©", crascun punto del cerchio 
& indincduobile 17] eoordina 
fe polari da un aggio fa” 

rariohile da 0 adR e da 

um angolo 0 vazcabile da 0 
a 20 (espreso in vadionti) . 


Seneriamo un'area ele 
mentare all'intorno di un punto, consideramdo un ay 
90/0 rnfinitesimo do all'intorno di 8 che moltiplicato pet 
00, dard un segmento infimibesimo» da=*de perpendico= 

fare al taggio, che & sua volta moltiplicato per l'inere. 
mento ole! raggio K' daro L'area infimitesima: gla =tdodi. 
ii Avendo due differenziali occorre duplicare 


7 l 'ategrole : [o = [fd - ff 


e ponenolo 7 ‘limiti dr integrazione car le 
espressioni des er differenziali: A= fer ff 


A=[4], [o] rd 


Nom sempre un integrale doppio € così semplice, uno traffa:= 
zione completa si hora pel IL vol : Tintegrali doppi di compo’. 


Rettificazione di curve piane 


Una funzione: 4=f) puo pensarsi come una 
linea costituita da tratti rettilinei infinitamen, 
te SEE uno adiacente all'altro. 
sf Consideriamo ds' il più pie 
colo tratto vellilineo di una 


Y =f) eomumqgue eurvilima . 
* Per il teorema di Pitagora “i 
plicato al teiamgelo infmitesimo ; dx,dy, ds } avremo: 


de - IG de 
e lo. longherza.: 4" dol tratto oli curva fa le aseis: 


na e > 
se W è dard: 


s- [Fra 


Formula velida in generale , peco i l'integrale tol 


volta € An integrale ellittico «(pe esempio per tel 
bificore l'ellisse, dla ew il nome) in tel caso sivcorì 
re alle tabelle di cont fotti, che abbiamo già espoz 


sto nelle Pagine precedente. 


Rettif corone della circonferen a. 


Dall (equazione della errconferenza al centro 


assi vicaviamo: dy” 
=_ -xd) 
fi J> VR i] FE 


da cui 
= x* 
di lf dx 


ed auche : A 
d= Tad Occorre in questo inte 


rale avere un p° ‘di’ affenzione nel mettere è 
limiti di integrazione, anche perche ad ogni X corriz 
spondono due valori di 4. Consideramdo i rolori posi 
ti della radice, si ha, pet fi i] semiarco superiore, ed 
essendo negativa la. derivata si ha 4L primo quadrante 
oli arco per x70. Se prendiamo / orgine olella semicurra 
positiva n A aveemo (= -R); de pumdiamo l'origine del 
quadrante positivo tm € & 30) e La ruotazione sull'arco 
£ crarca sai erescora di x. faster / ‘integrale: 

ia 
go Li quindi l'anco iu rad (£) = 9 
bo in £ 


(eve 9 £ disegna, ra Vr9 aleuni intervalli. di 


inte grazione : 


4 
IS cera dx = AG =prcsen(a]/ a = 4687) 


/, VA? -x° j V_g 
+ ini sl 
* f_dx= d@ uresen(£) RIT =4 (00) 
3° (tr f een 


LI 4 
* R A C-* A 4 RI 41/007 
ai Cini 


Tutto questo per viehiamare l'alfenzione a. non mettere senza 


riflettere A. ‘ovvgime degli archi cn 8 comlbrdimaria wotazione 


amtistaria. 


Rettificazione della cateneria 


gracalk(k) 4 denME) 
dy = suub(£) dk 
(Ag)'= seat) 3° 
ds {frrsudG))dx = (coke) de) 


ds a fog fo seub(2)]" 


3= a seub(£) 


mai aAuh(4) = (@ ca) & = (qa 
S= Nya 


La curvature ed il raggio di curbatura 
delle curve piane 


Tutte le curve , salvo la erconferenza, hanno 
curvatura variabile. La porasola , la eatenoria, 


l'perbole , hanno maggior eurvatura nel Vertice. 


Dicesi “curvatura” 4 rapporto fio fa variazio 
re amqolare di direzione da e la orazione Linea 
di “spostomento ds; DITA #; porche ds =Rok, ev f 


PAIZA ra9910 di curveturò si suo/ dite che /a cura 


tara e / inverso Sel Reggio essendo: {è ta 3 
Pero questa Aeone € inesatta drfotti L'ambenia del 
aggio è, dimensionalmente , l'inverso di uma. Liargheri; 
mentre la cuvatura = € radianti / Lusghesa .( che 
siqnificato avcebbe esprimere il raggio in'emi! 0 im “km 
de non Jose comnesso alla razione augolore? vu | 
profili stradali fanno, suo una ernia 90° gradi 
mo rus sola di Sppena 10 gradi, cioì | areo rae 
corda Afo°; agfonche Je cu curvature siauo ugudli 
glice che, per [a ema a 90° pecore aus leggio R 
move votte maggiore di guéllo necesorio ad und 
devinzione di 10°. (Abbiamo gia evidenzialo come 
l'intero dimensionamento pre dalla fisica deve essere 
erveduto.) 


Dicesi, Faggio di eurvaturà , Vo un punto eli 
and linea curva, ‘YI taggio del cerchio Oseu 
latore della curva n guel ‘punto ll cerehio 
escuflotore di una curva i ha in comune, cor le 
curva Ameno un de, mentre un cerchio Langen 
le ka su solo punto ‘n Comune eo la urva 
etessa. Sy ice ose latore” perche’ combacia 
con fa. Curve . (A daino cosculor, oseulatus sum, &nb= 
= baciare). 


Calcolo del raggio di evrvatur 
4 7 


Consideriomo untratto rbfr 
#4 
besimo di curva e sia dé (che 


diegnamo molto ingrandito) ) € sono 
WeB'glrestremi di ih°;f8-% 
/ / 
Lsrh04 è deg h (ed) 
To A 18 possiamo tacere /e normali ola curva, ehe 
sen0 notvmel anche alle vispelire famgenti. Queste 


normali sr incontrano è c che sardi ,/ centro del 


cerdio osecfatore di veggio CA= 38. <'augolo K68 
sana tamto minore (omagginà), guanto mimore € maggio 
‘) € (a curvatora , fo indieberemo con he. biamers 


mo percioî dorvotura” iL rapporto da = + ; (da =R de}. 


gi Si Fang (4); OSE okenramo: 
d'a di - dd - dda 
Cod 


ofe* 
ma, sappiamo ehe: - 4a pe ui sost lieudo: 


dad — dyd% DI di e 
LAT A 


dividendo ge || s'ha: 
di dx -dydi di 4 
ds? da © R 
td ancova, : 
di = Vasi 
Aiffenzione: avendo assunto /a_% variobile_indi= 


pendente £ H° sono costanti, per cui: d(di). di: © 
(da afistimguersi’ ala dar = (sfida) = { e} ) 


persero”: A. Idk-o , gs 
A ds? (ne) 


Sappiamo che i veltiffearine oh surve piane) di fig 
sastiluendo sr fa la _Quratura” 


De RI SOI 
ROC A+ )% 


J/ raggio del eerebio osculotore sordi 


R= = = 


Lsempi: 
I cerehio osculatore nella arobola {f= mx] 


E; = mx; {- gem 
R= + 6mx)}E 
Im 


ed essendo: m=(£- 
42 


“% s 4° 
Lr a)" (sofri) _ 


ti (a) 47) 


Hel verlise dello porobola : x=0 pe eur: 
Per X= ga; f= (2ve)20) z 
i R sotieal. [Asa 


Ilenebho osculafore nella cafenoria :[p- ache] 


‘Agraria da E 


Re l4 + dub 2)* a colà) 
£ cosk(&) eh (4) 


Nb vertice della catenoria : x=0 ; cost&=4 
ed anche: Re a(&Y° ; |eR= 4° a:4=4:R 


Nella cofeneria l'ordimato € medio proper. 


ziongle, frauilmedalo& ed il Lég9;0 di curvetura 


IN cerchio osculatore nella sinusotde : VREZIO) 
Sco) SA) = -Y 


per:x=T7 ; cos(x)=0 ; 4en(x) 4 


Jragg! trovati consentmo una velece costr: 


gione grafica @sgprossimeta.. 
s grofica gap 
a x #7 ri fer la parabola: 
dia è x50 R=30 
“ S) 
LE si se 320; fra; yet; rali 
dl x 
N RADO Pd x3da i; gesa ij Y=2 
teo R=afa. 
oa la PEA 
al 
Per [3 cotenaria, s0p 


Ze A 
n n fi piamo cosfrarce:asmg) € 
È N quindi la pendenza (tei adifi 
Î cosine), concacendo 4 che È 
Sregalio proporzionale fia R ed 


3 
doo A > 
BROS Spa see a 21 ha f eb centto. 
4 
TS Per ld simuscide 
; me 
3 x 3 ve_75* sapendo 1*ir4! 
Jr=-4; RL 


Jeetr I euvsturs pel (piano 


{e ‘evolu ta] 


Sa CE(Le; Ye) il centro dicurvatura di 

un generico pento o una finzione 3>f4) 
Qualungue sia [a If obbramo: 

che esprime ZA angolore della 

n0tmole dla curvo ne/ ‘punto :(814) 

(Sv tale normale alla curva e quindi d/la Sud Lamoente 


ne/ punto [x;4)j giace i) eenko CSC), (infetti i raggio 
€ sempre perpendicolare allo tangente.) 
D'oltro porte: 


(ex) "(4-4)" = R°= Lg 


Dalla precedente relazione sj vioova: (x2-%)= VACiy 


sostituèmdo in questa abbivmo: y 
na sia 260) to "a 
GAV% 4) GIA ZIGL VAN) 


guind : 


sostituendo nella prima relazione : 


(1-99 S" = - (xe-x)/4 


Sl hannoveosrfecoondinste del centro. 2 


7 puo' esprimere l'eguozione cfell'evoluta. oliena 
curva F, in forma parametrica in X; cicÈ ad 
ogni valore dell (asesssa x della curva /? si harmo le 
coordinate Xe;Y. del cento del cerchio osulstore 
(o dicurveturo) dello curva f nel punto 2; fw. 


Fal volta e possibile eliminare la x ed espri» 


mere unò correlazione in XejYe pero la limea 
che ne visulta pur essendo il luogo dei centri dei 
cechi oseulatori © ol curvatura] della curva l" nm 
precisa a quale unto dl st viferisce sus Generico 
punto dodef luogo dei centi. La funzione i XeyYe) 
serama: Eveluta della D. Inversomente se 


ZE CONICHE 


Gonsigeziome uu cono rello sevionato da un 
piano, che, portendo della posizione perpendicole, 
re all'asse del cono, (ere la sezione € un cerchio), 
lascia” tale posizione inelimamdosi wspello 

a cala, dsse, (le sezioni orà 
_ sono elissi ), frrché (/ piano di 
venta parallelo ed unò generati 


p ce del cono, IDE ne ‘eguaglia £ 
SET fi we l'inclinazione (La Sezione È 
unà ele ), Sorpassata 
questa posizione confinua la 
«sua vuotazione /de sezioni sono 
iperboli ) 
Apollonio Pergeo (B'e ac) fece un'ompià trattazione 
delle coniche , trovo’ la feoria della poteriba, le rela: 
hi fia | diametri comiugoti, le relazioni ficoli sce. de 
denommazioni derivano dal greco: 
Fa pad Ai e Lv = lrare (parabola) 
i w = di («Misse) 
UTrepAEAX EL) = sorpassare (\pertole) 
d'inentere delle Comche È ritenuto penecmo ( 350 ac), 
ita do Taxanto (40-365n6) Dvd trattato, 


nel suo studio su solidi, fe sezioni di coni e cilindri. Pao 
anche questi det; defbono essere 15 te, fatte 
le stupende curve sco/pite nel trono di pie 
tea del palazzo miboico di Chosso (ettre 20000) 
denunerano fa conoscenza delle coniche pe della 
cutenoria, come une benteggionie fra olue sosfegni. 
hi " y Se si pensa che an: 


ehe | Greer titene: 


(7 vano Himosse unmi 
to - {Sole nel 1900 fu 
scoperto 1) palerro di 
Cnosso, da un archeolo 


9° fnglese), La presti 


ti 


giosa culturo minoica 
ara andeta perduta 
fim da allora . 

egli of libri eli Apol 


lenio, a moi am lingua 


. | greca semo pevenihi 
solo i vena 4,% S, 46,4} Sono pervenubi de lingua 
Araba (tradloti' tn Lafimo da G4.Belli - Firenze Si7) l'oltero È perde 
to. Secondo um testo di Poppo, amehe Euelicle overa 


Lrattato le conche, ed Prebhimede fe parabole. 


Consideriamo 4€ mino An del deteminonte 


delle coniche, cioe il minve cffenuto Sobprimemdo 
la tigr è la eo/lomnea di ay : 

La 

i) = uon- 142) 


A Qu 
35 PA 


avtemo il seguente prospello 


I Ap o; (contehe non degeneri} \ 


AQ)O «(A Qu 30) ellisse imminorià 
As DO Caso ellittico 
Aon<o 24Ran< o) ellisse reale 


Az <0 iperb ole {ex+a,)=0 > iperbole equilifera. 
Az=0 porabola 


Dato un polnomo di 2° grado completo 1h 44, 
‘o sncomplefe ) d prospetto permella subito di stabi» 
Ire setrattas; di cun Mise, teu’ iperbole ©d una pa 
rabola Nor preferiamo veevare diversamente 
k fermale, per apprezore gli clemesrb h'atoccuma CUVA, 
che tralferemo setorofamente N 


Trathomo fe coniehe, con; metodi della geometria 
analitica 


L ‘equazione completa, polinomio di d'grado 


£x,9) = Qu X+90nX4+ AnÎ+20,%+40,4+0x=0 | 


È miua conica . 
=S/ not; che se consideriamo / equazione dimensional: 
mente, (pe esempio:X ed 4 henghene i cosffeienti con indie 
ce 3 .somo ameb'essy lunghene ) l'indice der coefficienti è 
collegato alle grandeze dimensionali. EICÈ 4 mx; 
2 con 4; 3 con und fumghezzo nota ; intal senso titti 
Ltevmini seno bngherze 0/ quadreto . 
I determinante (Simmetrico]. 
an @, sl è detto. detecmizente delle coniche 
agi da An <eÈ (Cn 5%); (2 = 00); (A9> 20) 
#7 noti che pet ik; Qi fp duplicato nell'eguazio 
ne perche” amdrebbe seritto Uj CCD) 
7 da: 
zo — Conica degenere 
A=7 


N40 + @onicà non degenere, 


Ceo :/ determimante, eonmsente subito poli 
decerolene se l'espressione alsebrica È una eo 


enere, ei non degenera in due effe. 


PI ea NOR deg 


L'Flfisse 


Dies) ellisse il luogo geometrico dei punti del 
piono, fe cui distonze da due 2 puoti deli fuochi } 
hanno somma costante" 

L'elisse de/ (giardiniere ; 


Le definizione s1 presta dd um immediato lac 


cramento clell'ellisse, sulla corta o su/ferreno. 
Dali due ffeochi Fed ed un filo Pessibile ed ‘nesta 
dibile lungo 22, Ga € la somma cortamte delle 
due distanze dai frecchi dei punti P dell'ellisse ) 
cioe: PR PE 40. 
Fissati (con due pill; sulla carta o con due picchetti nel terreng rg 
gh estemy del filo lingod ia mei Loch F Fedk; ica 
2a S hh) tenendo teso A fito con Gap act 
vente o Eracciante, s! fa sconere la punta {unge 
dl filo o essa traccera” un ellisse; infatti in cgni 
postrento si Mit 
> L'elisse è detta del qiat 
dimiere perche il metodo 


€ usato pe tracciane 


AL progilo di' ainole 0 


di vasche-ellittiche 


Z ‘eguazione dell ellisse al centro 


Dalla figura dell'elhisse del giardiniere si nota 
ehe, quando la punta scrivente & in A_(oppure 18) 
J filo copre und volta jltratto a e due volte EA 


Gppare FE}, ma essendo: FG=<EA ed AB=FE+2EA; L 

diametro BB £ pari alla lungherza del filo cioè AB= 90. 
per cui l semidiametto dA =0B=a. 

AE è © sono detti: diametri privepoli dell'ellisse; od 


anehe: assi dell'ellisse ((ss1endo assi di simmetria). 
Sia 4=06=55 lado semdiameho e sia: fa DFE 
/a distanza focale; vale la legge prtagorica: 


Per euv dati gl assi (2,04) dell'ellisse € possi 
bile calcolore /o distanza fecele f e disegnare i punti 
kh ed È facendo cento im C (pure ud) Con apertura 


di ‘Compasso porr ad ‘a. fe intersezioni dell'arco 
tracauto con f8 smo r fuochi :E ad. 
JI rappor to : A ="K' è detto eccentricità dol- 
l'ellise. (( ralvolta indicata con €) 
Dalla defi pivime dell'ellisse come Luogo K22 


metuco abbiamo: 


( cotone) 


&P =VEP $° =VE)+$ 
dei TA oz 


sostituendo: 
Mes) 4° + VAS +4 - 2a. 
1so/lando und radiee od elevando a quadreto si ha: 
alal è? n; 
PI PIA 00) det 
srtuppando | quadrati e semplificando: 
xfx -Xa° sXa Uffa 4 
fa sat af = alors) 
sostilzendo L(a-8) : 
PL rd id abigi a 
DI DI 
bas ay = ab 
dividendo pe ab: 


che / ‘eguazione dell'eflisse o/centro essi 

—S puo “scrivere < 
= x 

(&) +8) = 

Che pitagorvcamente significe - distanza unitaria dal 

centro assi dei pupte le cui coordinate sono misurate com 


modulo ‘e! in aseisse, e con modulo "8" tn ordinate. 


L'ellisse come proiezione di un cerchio 


L'eguazione del cerchio al cen 
Îo assi È: L°+4Y°= RÈ, che 
puo sermersi 
è 
xi + rota 4 
civ (| cerebio È dn parlivola: 
te ellisse ove: a=b=R. 


Consideriomo un piano TT in 


clnato di rispetto al piano x4 
ed avente in comune con esso 
Ja retta è. Proretttamo il 
Cerchio orfogone/m ente su TT, 
Erfigura è piani 44 «7 sono viti di profilo) 
ed indichiamo n parentesi Je proie 


zioni. Le aseisse , use ; segmenti 
“me, Si proielfano n era grorderza (®0»x); mentre 7 segme) 
ting 5, protellano secorciali (scorcio), ed (4)=Y ca b-Y 
sostituendo nell'equazione del cerchio 


È d 
GI + Fer =4 


che e l'equazione di un ellisse di cemsdiametei: 


b a Re i ask 


Costruzioni grafiche dell efhsse 


segua hd pespendicoler mente a/piano Tr, 
ll eevchio che ruota intorno dil'asse x (di parare 
£ figera pracedenti); So pensiamo inrialmente &E piano £Y del 
del cerchio parallelo a 
TT. noi vedremo il cerchio 


come in figura. Via, Va 


che il cerchio ruota tn. 


torno ads, | punti della 


ciccomferenza /i vedtemo 
Spostarsi lungo segmenti perpendicolari ada, mentie è 
punti dell'asse x (parolelo a 7) emangono fermi. Se 

fissiamo ;l semiasse minore dell'ellisse in DE) = DD) e 

prendiamo un punto P quolsiasi sulla circonferenza, 
amche P nella ruotazione 31 muoverà” perpendi colarmen 
te adx; e la retta TP che incontra. in HA l'assex, 
a ruotazione avvenuta diverra’ (DH ed incontrerò in 
(P) /a perpendicolare ad se da P. 

Hd ogni punto P_della erconferenza corusponde 
«n punto # sulla x ottenuto per intersevone con /è rel: 
fa CP è conoscendo (Cc) siunisce com H determinando F. 

Ripetendo Id costruzione sf puo traceciore l'elisse 


pento per punto 


I° Costruzione grafica. 


Osserviamo come nella precedente costruzione, © 
segmenti paròlleli ad x ,.s/proreltano suT mantenende 
sr paralleli e di lunghezza invariata (eguali ascisse dei 
punti vuoteti); mentre 1 segmenti pependicolori ad 
x (Le orelinate der porti), = provettono sul tulli ae= 


cotesati nella stessa proporuone l cod di proper. = 25) 

Se, dali due semidia: 
metri dell'ellisse, ci0€: 

D+) ed A=58, trae 
ciamo olue cstcomferene 
concentuche di' raggio: DA 
«di raggio:D®, 4 team 
mo un generico taggio 


che incontrera’ la circomfe: 


renza di taggio SS in Q, 


notiamo che: CoI(k)= se = Seta ciee {1 =24 
cio le ovdinate de punti dell'ellisse ( PB) sono le ocdinate 


sulla erccomferenza minore per lo stesso semioliamatro, Boitera 
quindi da ® tracciare la perellela adx fino ad incontrare la 
parallela ad 4 da P per offenete un pudo (P) cdell'ellisse, 


Si noti che diametri ovzinaria mente perpenceolosi sulle DA 
comferenze ( TP en DT 1), nell'ellizse sono det; rametri coniugate. 


£guozioni dell'ellisse n coordinate polri 


Sa f= moclulo + Bs argomento ; x-fecsì ; Y-feed 


tituendo nello: L* + MH, 
YA s0st, o nell al 
abbiamo: 


f = ab 
latsut8 + L'eas'8 
equazione 1 coordinate polari dellellisse di assi a,b. 


£ mp ortopfe l'equazione ne sella {orma 
eno, send - L_ 


a kE Pe 
o's'd + L'(-4080) = -()° , GE 4- ed) Festo = (ee) 
e Leo Pi L(0-f) i {at -b'hao è #5) 


2/ony. in coordinete 11 


£gua 
sep = Di, Yap lar vsolte vispetto @ fumig 


ni di 8. Da queste equario» 


n € p ele le v i li 
a °_° e possrbile erlevare + 
80 PEN ÎÈ |Fosso 

= isf3zo 


J diametri coniugati dell'ellisse. 


Diconsi diametri coniugati pell ‘ellisse, quer da 


metri che pel cerebro originario erano perpendicolari 


Sia 9 l'amgolo che une 
raggio generico cerchio 
ferma con l'asse maggiore 


» (asse x} dell ellisse, e (90- Do) 
gi che il raggio_perpendis 


colare forma con lo stesso 


asse. Siano Peg gh ang 
li che è comsispondenti semiciometri dell'ellisse sn 
con lo stesso asse x, @ siano de fB gl angoli’ eh che / dia: 
meteo coniugate dell'e/lisse, fermano con l'ane minore 
Moti: a eb, raggi dev cexchi e semidiometri primespali dell'ellisse: 


PR = di ny ;|PE= BB= 6 ; [ok op sacop quindi: 
opa [corp + b'aewg | ole /ALtp + L' cost | sono 


L ampiezza dei semidramebri coniugati dell ellisse in fanzione del 


L'angolo ato dal caggio del cerchio otcgimario, 


Guadrando e sommando: Ai ha, : 


Prlagowea : “ La somma dei quadrati dei_diame 


bei coniugdti dell'ellisse & ceostonte” 


Sl noti che amche < ciametci principati fa) sono dia 


mete coniugati ), Seno l'umica coppa che mantiene la, 


perpend'cotarite der raggi del cerchio originario, 


d'é la semdiagemale del teltamgolo civ 
corvilto all'ellzse, ed € fa costante <potenusa. deò 


oliametri coniugati pres come eoteti 


Dalle figura si ha: 


| fongltia sE - cele 


moltiplicando la due espressioni: 


Lguarione der diametri comugati dell'ellisse con ongoli 
misurati dà ande opposte dell ame maggiere 
porch <= (90 -£) ; R3(I9-f) Ar ha: 
[telo | 
Lqguazione dei diametri coniagoli dell'ellise con 
ang onsuroti da bande opposte dell'asse minore. 


JInoiehiamo ora fe IP; pr « due semidiame 
(A 
tei comugati dell'ellisse che formano 5/1 angoli f sal £ 
com l'asse maggiore; tenendo conto delle telazioni di cui 
sopra, caleobamo le finzioni di VA di £ e della 
too somma (rs (g-9) pf abi 


alla figuro si ba: 


di ca/= eg 


aria ; c03f = RE 


dea (f+£)= deu £? 01 + Cos ea j? 


ha (ep)= Ù; ” ge “ia 


vi 


Notate che (f+9) € to. formato dai 


semidiametie coniugate dell'ellisse (Strobl clue semi 


alametti formono angolo (x+p) che risolta sempre wa dN9g 


lo ottuso } ne: res (7 P)= set) Percio” de costes 


mo um para leelogramma avente pet tati adiacenti 


i semidiamele coniugati, e per Quai augoli (4t) e) (+8) 
SL cita di tale parollelogramma sardi: 

Ax (Cr) = [big = 
L'area è costante ed € pa ad uu guarto 
dell ar del tangelo gitcosaito all ‘ellisse... 


Se ne/ cerehio originario dell'ellisse tracciamo le corde 
parpenodicotari ad un diametro, queste sono da ecso 


bisecate e sono parodlele alle tangenti af cerche 
ne punti estremi del diametro stesso 


Da Id 41 deducono dltre proprieta de cliame 
tri coniugati dell'eflisse 


+ Le vette tongenti all'ellisse pes punti estremi di un diametro, 
ngi punti €6 Ù 
semo parallele. al diometro coniugato, 


2 In un ellisse un diametro biseca le corde parallele al suo 
coniugato. 
3) Jsoh' diametri che dol certhio proiettato sull'ellisse pere 


maugono perpenolicoleri' semo 1 diametri” primer ali 

44 diametri convugeti dell'ellize sono oi ditaa lunghea, 
salvo quelli che nel cerchio erano a 48° con gli assi. anche 
nell'ellisse formano angoli uguali ; ({24, ) ip); pecore; Bag 
awe ; Faug(s) = al, , cioe i diametri coniugali che 


me cerchio owW4gWmArie Formavano augoli a 45° com gli assù, 


mell'ellisse giacciono sulle diagoneli del vell'amgolo che 
lo escoserive. £ poiché : (EL ab); Sefaf, danhe 
(@ +4) dl' fressicliazonaa del vettauazol)i Arg SA affe dÈ  ercî: 
d 
| Dili 
6) L'ampierza dei diamete coniugati che giaccone sulle seni 


diagonéh' del rellangole ereoscritto dll'ellise è pari ol! CS 
pieza delle semduagona y d stesse divise per Va. Pa 


Sipuo anche die: “I Sato del quadrato che ha per dia 


genole la semidiagenale del rettangolo citcoscoscuit 


to oll ‘ellisse, e /ampiezzo dei semidiametri coniuga 


ti che giacciono sulle semidiagonali stesse, 
Cid implica una focile co 


struzione grafica per ot 


» lenere € punti dell'ellisse 
sulle diagonali del reltan: 


golo ad esso citcoseritto. 


Basta costruire su una semidiagonale come D@ qua = 
dato di lato DQ.N = 0E è riportarlo su 5a ,09,,54,, 
Di. Cosi olte | punti :A,8,6,D, dell'ellisse s; hanno è 


punti Q0, 8%. LL anche epportuno ricordare che le Lan 


genti i 2,10, R1@, sono parellele alle diagonali. CIS d 


linea anche meghò l'ellise. Questa costruzione È comple= 
mentare a quella che faremo utilizzano | taggi: di eurvas 
tura. L'ottagono che ova cicoserive l'ellisse & la proiezie 
re dell ‘ottagono regolare che enconevive il cemhio origine. 
Volendo incrementare | punti o lingenza com l'l 
Lisse possrome prorelane PIA poligono a 46 doti che 
circorerve +6 cerchio owgine. A tal fine borteroî 

proreltane uv alto olfagono regolare ehe erico» 


serive 4£ cercheo origine, avente pero e vertier su 


gl assi x «4. Interessono in porticolare è cu 
vertici Vie V sull'asse x, perche corcidono con la 
loto prorevione . Se prolumghiamo 4 tati oblagw 
olella prorerione Hell offagano gia tracciato Lino ad 
nconteare l'asse X mei punti H, ed fl, comuni au pro 
lungamenti dei lati obliqui olel primo ottagono cizo 
Aevitto al cevehio otigine . Quindi se da 4 tracciamo 
velle a 45° pull'asse x ffrro ad incontrare imlt i lati. 
vertieoli del rettangolo che citcoseuve I! ellisse, DI) 
segmento dk È ,imrra grandezza, /a semdiagonale 
dell'obtagono regolare, che reborlramo sull'asse x du. 
Dai V le pard!: 
lele colle oliago: 
nali minori del 
proiezione dell’ 


ofagono, fino ad 
incontrare le dia 
gonali cel vettongolo; e da questi punti le parellele (cp> 
portime) dle diagonali maggion, fino all'incontro com 
[asse $ Abbiamo così disegnato la provezione del secondo 
offagano e possioro tratteggiare l'ellisse agli estremi chi 
diametri coniugati. fer raccordlare cdue tratti basta trors 
re. il punto comune alle due nemal: correggendo i) taggio medio. 


Det; due diametri coniugati disegnore 4 
È dlametri principoli 


Des diametri comugati sappiamo che € costante la 
somma. dei quadrati: pupa; sappiamo ehe È 
costante l'area del pardllelogromma dla ei sati 
lo; o; ffpra leg) = ab; seppie lap: tgd: hpe de e; 
Sappiamo che ‘al È massimo je 6 È mimimo. 

«Siano dati 4 diametri coniugdti PR ed HL di centro 
Dv. Da un estremo 
del diameho co- 
niugato mimore, 

(dol punto n) traccia = 
mo la perpendico» 
lare dl diametro 


maggiore e su di esso viportiamo i) semidiametro mag: 
giore e sia W i) punto definito (55-78 - #0) Unito nem © 
Centro assi) si traccia il cerchio cdi oliametro: NÒ, 51 tinisce 
M col centro ©" è 3 prolunga determinando (punti di 
imfersezione Hak' ehe rumiti con 0" danno le dia 
sezioni der diometri primejpoli, mentre (segmenti: 
NH ed NK sono /e ampiezze der serrdiametri 
aa dellelsse. £ possibile così olsegnare 
1 porti, f, 


8,0,2. ove AB «CD semo 'oliametri vrehreste, 


Si possono fare varie dimastrazioni della costruzione 
era efettuata,; nell'enciclopedia delle matematiche ele» 
mentari e comple= 
menti, ed. Hoepli, Vo: 
lume X, parte 8°, Pea 
10%, viene riportata la 


seguente dimastra= 


zione (con simboli die 


versi): ‘Infatti se conda 


ciamo de 0 la para! 
lela € la perpendico 
lare ad MHK è per Me@ le parollele ad OH ed oK,4 
da: OM,= Ki, OH=RH, cioé M appartiene al circolo di' 
cento 0 è raggio Q=MR ed il punto H, appartiene 
alerteolo di centro © e raggio 538. do stesso puo 
dies per £ perti G, eq rispettivamente. Se ne conda 
de che ses; considera l'ellisse di semiassi n'e sulle 
elle On ad Ok, tspettivamente , 1h essà ML e PR sono 
die diametri coniugate, perche’ corrispondono ai due 
ahametri ortogonali der erreoli eonsiderati., 
Un'altra dimostrazione peo” farsi mn fase ad clemer 
ti di geometeca. proreffiva che peo non abbiamo on 
cora trattato. Nor preferiamo oWwalereri del teorema 


delle seconti 


L'ellisse ed il teorema delle secanti 


Nelle mafemotiehe applicate troveremo svesso 
problero; di fistea ‘n cui, Valori eoratteristie; oseil= 
lamo fra un massimo ed un minimo. Tal valori ven 
gono spesso raspresentati cov semidiametri di un ele 
bue che variano agpunto ola un massimo: di ad un 
minimo: "6°. (Elisse d'inerzia, ellisse di elostiartà , 
ellisse delle tension ee che nello spazio bridimensionale 
divengono ellicordi). 


A noi interessa confrontare 4 segmenti di secan 
le da un punto esterno od und olrcomferenta , con è 


semidiomete coniugati dun ellisse ((ved' teorema 


vele seconti 0ef elz). è 


Sid M un punto esterno ol cerehio oli centro C, da 


A tegcccamo /a tangente MT, /a secante generica HEN, 


la secante possonte per il centro Cè SIA MHCK, si 
potrebbe chiamare Isecante prineipale' perché su di essà 
s' misureno 1 segmenti : massimo = HkK=@ ) minimo «IT =. 
Se da N tracciamo il diametro NCO, è possibi ile 
tracciare amche la secante MOLM,, dipendente dalla 
secamte MEN, Grbitraria). 
Per il teorema della tangente e della seconte si he; 


HT °- (FEXFR)—(FR)(PR)= (FONNI) ] 


+ unisca ora OE, OA , ok, e porramo : 
A AR e 
£OM=f È HOM:= ; pet cui: EOM =(f+0) 
Se indiebiamo con f= NN è {= MO avremo ME "fua(t-%) 
costituendo: 


HP*- fface(yp)= ab = f(#8) 


L uguaglianza centrale È /& relazione dei diametri co 
mgati (ef Jormant, l'angoto acuto (P+1) 2ell'ellisse 
di diametri prinepol è eb 

HF e medio geometrico di cb ee: HT=/ (Lato 
del quadrato eguvalente al rettangolo all. 

Se calcoliamo i/ seno dell Sngolo fermato dolle 
diagonali del vettangolo che cizcoserive l'ellizco st’ ba: 
e o ani 

peaneta( ke) (448) = 2% e poiché i semidiamehre 


coniugate che giacciono sulle diagonéli del veltamgolo Ca 
coscritto all'ellisse | abbiamo indiesti con fi esnemo: 

ita CE famo = ab; (1-46) 

HF = VE ZZZ = f Feb = fat 

Quindi le tangenti ol cerchio nel tecremò delle 
secamt; € delle tampenti Sono commesse al ola: 
amet coniugati dell'ellisse che giacciono Sulle 
diagonali del celtangolo ad esso esscoserille; e. ch 
Nel cerchio otiipinario fermavano angoli di 45° 
con l'an x. 

Tracciamo ora la parallel e la peendicta 
re da 0 alta menhe prineppale suen ed moliehia 
rmo com Y l'augolo HRB, avemo he AGM * (90-90). 
(Fr)cosp = (90) sep cioé. benpe fap 


(HR) rey = EA 6 supe fre 
(HR) amp = (40) co g Ray f co) 
(Fr) cop = (N) eng acoye fenf 


Queste comearioni augolari erano gia stote calcolate 
nella cortwwone dell'ellisse e dimostrano che ai diome 
tes conugoti dati’ corwuspondono i diametri priepol eva 
atruito. Resta da dimostrare HxH), unito NI cm ninE 
cal nijL=(424) arreio :(FO)(ALj= (Pf supe) cioÈ fa seccuete ML 
dipendente ola. HEN 


late a diametri coniugali simmetwei,, 


Invertiomo il discorso; e sia oAetb su ellisse e 
4 suor diaemei gune pali, ad ogni punto Mdel 
l'elhsse comisponde l'estremo dh' um semioliametro 
ese da NM tracciamo fa parallela al semichame» 
tro del cerchio ovigimario, questa formera l'angolo 


Li Ie: sbliziane impe e meggine a seconda che 


ON È uu semidiameteo minore o maggiore dell'el: 
lrsse, Su questa refta possiamo ; Lore C ove 
È al esleo del cerchio : ME ne =(2eb) ; di aggio (e 4) 
ug consente dl fraccrare l diametro Gessi agata 


-S/ nota che ad ogni punto alell'ellisse co'vcispo 


de un cerehio ov /e secant da tel punto seno 


connesse gt cliametri” coniugati dell'elhsse. 


Consideriamo percio” quolehe easo porticolare, 


pe esempio scegliendo H #£, . (Saterescante no 
tare che 14 segmento 

MN mme la longer 
echtl dal F Dr 
k è porcata al 


Quindi i Zola; Va 


ciare il Semnidlaniehia coniugato del pae a 
questo, per continuita dere esistere un cerchio per 


quale e. comerele cento.) 4 


Lo condizione pe cut: E,N,T comerdano, È 


che 4 feangolo MNO sià rettangolo in Nj € pot 


ehe. 00 = fl; Hip; oNs(a-b); avremo: 
z z ri 

£ - = (&-k) 

Cb 


sommando e solfroendo /e ici espressioni’ e sol 


rendo i ha: » (= Vasta b Pad 
Leeza > fevE 


sea(#*Y) = ab/pf 
cet=8) = 


fer nbivicleore la posizione di fel con E,N,F 


veardamdo ehe: > 
= at+b = d° 


porche”: 


avtemo: 


eormesdenti, interessano | valo di Le%. 
Sappiamo ebe : sup 3 45 patate va 
Occorre calcolare ?. Not; è diametri a, ica 
di l'ellisse; traccioti | cardi 
per La costruzione grofica , frac 
ciamo Anche un semeerchio oli 
diametro AA, che meontrera in 
8, ;l semiasse minore : 0B,= fe Vas. 
uportiomo 08, « UP) €_da (A) 


ricostruiomo: P,&,%,,f; si tcordi he lses 


miirconferenza di diameteo d' è lur90 geomettico 
dei vertici veti dei triamgoli” rettangoli che hamno 

per caleti gh assi si ( fa fe alb d}, percio! vpordalo 
OB, = f du DL ni ha uf. 

Velendo colcolare Y abbiamo: xp=ac0f; 4 s(0-Yrwp; fo 
fiabe dali) spe ERE [cer 
denfz daet > At ut 

[en g= TE 3 |; [tnug ge vir] cogenti» 
costef)= #7 Ia; caltg)| Facendo la costruzio» 


ne dle/ eerchio delle bisettrier da M sv ha: E3NET. 
Facendo la costrusrome del cereho delle bisett-re; 


prendende H all'esteemo A f avremo dl triangolo 


rettangolo MNO rettangolo in 0° eso usolve iL 


De i; Y 
problema che LL Eotnerda con 


Dall dell'ellisse :| 4-4 fata n 
equazione le, Ise :| 4 4 fax | «1 possono 
ricerare /e coordinate poleri : 
CONO x E a Rai aL 
fe b(1-E)+x = si Lx +0, dot+fe 
favore] [cab] 
ove P° € L'ampiesa del semicliametro ; fsmeriy 


d'='9 “È l'augolo che SL forma con le ascisse. +» 
Suponramo ques to sia Piga cerchiamo il suo coniugato 


Lf aenamo: (ogplmgti)o de = (AE beth 


sii 
ria a (aa) ed essendo : £ ab 
è JarwQ+ bg 


4 
quia) Tr le) - 


atx) 


Att LS AVA | pp _L_ 
qa) AR | S 


cost + 1 2 AVA, csf CITA 
* VEGEO Va-cata ?_ Ve-Pxr 


S/ noti che | ratori di dp C04:f fayf è f sono stati 


cicavati. mn funzione dix, scissa oli f Avete (pela f ) 
1 68° 


da x. ascissa di £. 1 
> - Ade 1_.&- 
MP a gt 


L'inportante formula, ota trovata che 296 le 
ccisse di die diamett coniugati al semiane 10ag: 
giore dell ‘ellisse . 120) pendentemente del sematte mi 
ce: MK Va xt 

ammelte una fiele corfruzione grafica delle 
ascisse der diamete coniugati: basta tracciare un 
semeerchio di diametro 


; ogni punto del 
W semicerchio cortspondo 
mo due cateti di va: 
fore uguale alle ascise 
di due dae coniugati. Se ad X, edxi sostituis: 
mo: x= gti cioé: sla - 9), neremo sfe$ ET 
43 VER 
Affenzione! Mentre la Xx È esplicitata in xa ba 4 È espli: 
citata du 4: (4 /'amaloga costruzione grafia, 
ma non Lega :(x,,9, ); (ka,9}, che detexminecebbero gli este 
mi di cue diametri coniugati) 


NA è gio seriversi 


aaa (44 


VE CR ? 
ed essendo: X"+4 =f ; xi +4 >( ; sommando de 


prime membre è membro: X%{ ax y!- Pri io = cal 


Le relazioni frovole ci consentono di disegnare 


dl semidiometzo coniugato in un calo ellisse, 
Y Traceiamolo la parolela per Il centro alle taugenti 
L'elisse blle estremità del diametro. 

2) Unendo il sentito 0 co/ punto medio di una corda 
parallela al dametro dato. 

3) avralendoe della formula (41 4, 4) o del ‘anafiga 
(4% hp =),s/ disegna da bouda oppotta dell'asse 
maggine L'augoto Y- anehe fa 5 (moto £), (se noto fg 
di dlisegna % da bando posta dell'asse mrnoze. 

4] utiliando fa formale prbagonica (fa (== d'), ta 
semicivconferenza di diametro d è Luogo de vetier cell 


meu triaugoli’ rell'augoli ove f e £ sono cateto, -Si 
moti che qualsiasi f dere : (5< p<a]. 
DI se nota il'ascissa 0 l'ordinata degli esteemi 
di un diameho 51 possono determinare | aseissa © 
l'oxdimata del suo coniuga lo ) utilizzando le relazioni: 
Solo (i olvamete principol formano > angoli petti 
gh atte diameta conugati. non formano ma 
amgoli relli. Fuo sorgere 1) problema: * deli 
due diametri di un ellisse formanti angoli relli , lo 


fore i diameta’ pemerpali se ess’ non lo SONO. (edi pù mal) 
career - ni 


Cestruzione arofica del diometro coniugato 


vato [ellisse di diametri 24=5AB; eb=CD; 4 di 
segna /a rela per € parallela ao AB a pipa 


tarmente da € bi riporta iu CE dl segmento “n 
Iracciato oa un quols1as; olometro che n 
conta (nm I la rella x» e forma con €2 22) 
gelo A, coscehe IC= blanga. Unito I con 
£ e da £ la perpendicolare ad I TE fr ad 
Inconteare im F La €, per F poso VARZZIZE 
metto coniugato, infette CF= bau, e 
$ bau KI 0 faua/p) = b'laugitauo= a 
SAN LE SL; dA 


quazime dec A coniugati. 


Se /elizse non € stato disegnato, mè si conoscono 
i semdiometri principali: “a” è LV} e conoscendo 
/ ampiezza di un generico semidiametro, si vuol co, 
noscere / ampiezo del suo oi, es; svvole del 
la legge pitagorica : ppi: ab d°; scova de Semieiago 
nole gel nilengolo Eiastarithe A ellisse . V axco ohi citcem 
firema PE di diametro 4° delimitato dai vertici vetti di 
dee triangoli di coteti #3) e ia, È È 4 luogo di tatti. 
vertiei retti dei teraugoli edi ipofenasa 4° armo per colti 
< diametei coniugati di questo ellisse. 

512: OC= EN=L 
1OM=d; Se PH è om 
Ga di un semidiametro 


of ;/ ampiezzò del suo 


Coniugato. 

DEDE # vega 6 posizione di'un semidiametto di ompiez 
20 nota (fa “ 5), sl traccò una semieriemferentà stu DE, de 
Pai viporta: £ =PR ; muito DR, vi.stepporta OF-f= DE), uni 
to Acon(F).ca Qla parallela ad A()twra x, da x ‘La 
notmale ad AB e comcentro 0 è raggio OP sitzovano L 
punti Ref dell'ellise. = ATE ore = 
Sr rrpiena del semidia melt 


L_Roggi di curvatura All'ellzse 


| 7 A . i 
Seriviamo l'equazione carfesiona dell'ellsse aim 


forma esplicita z 


derivendo : 


EA 4 = Le020 +6 | {ing di servotuna 
sha: 23-26) dlell'ellisse pel punto 
enerico di aseita 


ed anche. R= lat (4-(4f) 1" 7 ; 


-(a 6) 


- lat < fe} 
" R= <<) " 


Nei verbrer dell'ellzse ebbiomo: x30 ed x340 


6 


4 - 2_ . 
per zo : Re. > db ' PES 
A 0 Ji io cali estremi dell'asse 
b 
= L = d % 
perx=@ : (Ricca = on } 


zaggio agli estremi dellase & 


Dire forme dell ‘espressione di Re 


Cad 


= (CES A 
ak 4 
. 2 

n° lag) |. 18989) 

- Ao mob 
In ecordinote polari, 
= (4 4 "9 * d'aste)” | 
I f = PIZZ] 


o), IDEA 
R=p° laser. (585)] 


Netiamo ehe per 2e=f Aha: 


VISO nale ner foochi: dll'ellisse : 4 £ = fg 


2) Che 4 raggro di curvatura nei penti di oserssd: x-f 
fe MONCIA 27 li RT (gp) 
RA al a 


essendo: as _ (&-%) 


[Ape Ale |- 


kp= Al sj 


vesti elementi: sono utili per una eofeuzione gra 
# % 


ffea dell'eflsse. 


Costruzione grofica utlizzondo | raggi di 
eurvetura_ dell'ellisse, 


Smo date è diametri primeipali a e 36 
le formule der taggr di curvatura neri vertrer dal 


/'ellisse possono sSerivegsi : 


-Riaz=a : b 


-Ro:b= ba 


evoe : 


Re = a | i |-Axa=E 


£° evidente ehe possiamo utilizzare /a costruzio: 
he grafica dedotta dal gecondo feorema di Euelide. 
Disegnoti gli ossi dell'ellisse, costruiamo il ref 


Langolo crreorcrilto oll'ellisse ‘4 cui Late sorsano: 30, 2h. 
Da due veste: gppostr del veltangolo Lraccramo le per 
perdicolevi èll'altra diagonale , queste incontreranno di 
assi nei centu dei cerchi oscula 
Lory der verhici : Ca, Ca, Gi, 4, 
Si noti che i triangoli: GIN € 
2, BO sono simili per cui vale la 


prima proporzione scritta. 


Anche if triangolo: GAD € simi 
le; per cui vale la seconda proporeione. 


Siipeticohe, cher terhi oseulatori in B,B, sono 


esterni all'ellisse, mentre | cerchi osculatori ‘n A «dA, 
seno interni all'ellisse. Nella costruzione possiamo 

utilizzare solo und piccola porte der cerehi osculatori, 
(one escort ‘solo per un differenziole di eube finehé non superano 
Jo tolleranza grafia. fossiomo pero ‘costruire esatte le 


ordinate sui fuochi che sono pari ad Pe : %* b/a . 


Abbiamo gia detto che questa costruzione € comple 


mentare a quella degli ottagoni civcoseritti , nel senso 
che i tratti" oi ellisse allora disegnati’ possono esse 
re raccordate, 0 omplioti epr cerebi'osculatori. 


;|4,3: IZELA 


(1icordando che /e coordinate degl estremi dei semidiametri 


7rotriamo ord 7 punti : 


coniugati seguono /e pilagoriche: (are 4:45) 7 (446) abbiamo: 


Ushi sb 5 Consideriame il semicerchio di dia 


melo “@° ; «l pen reltamgolo Soa esso mscritto, 


an per caleti: |0k = b= si Ì KA f4 L'altezza di 


tale tell'amgolo, relativa ad “a soxalk= 4È. 4 
do le 


: Var osservazioni consentono, dati i diametri 

«4, dell'elhsse di tralfeggrare otto punti 
estremi ole diamete chi’ ascissa +f e dei Loro con 
gati e srimmabrcee. 


Costrurto al solito, i reffamgole eircoseritto, 
all ellisse ed | centri Ca,Ca, 4,6 A) si traccia 


un cerchio di diametro “2” =(04.) ed un cerchio di 
taggio De centro n; icdue cerchi si inconkano in Ke k 
Trovati , | fuochi FA (CA! cerchio di raggio” "a le cescho 8) 
daF'si uportano le ordinate 4 Ra {ci0' dehmina quel 
dro punti dell'ellisse). de porilele ad RA, dai punti k 
sono le ovdimate der punti di ascissa"V ( eso determina 
albe quo punti). Ora agli estremi di ogni diametro 
31 tracciano piccol tratti parallel al diametro con 
gato, sulle normali ad essi, st portano ; uspettivi raggi cli 


curvatura. Abbiamo già ‘ colcolato) Ap: Ra (Ea£ LA che, 


3 n guesta formo non € comodo grafrcizvate 


più facile la costruzione grafica Abbiamo: 
di VA £ - semidiametro di aseissa f dia: (0A ) 
= f4°+ Lf DA -# fa, fe = semidiametro coniugato di K 


A raggio * eurvoturo all'estremo di G 
f- La PI [la-PULITA PONE 
ab TaA7 li = 


Referer) LE). 
[RA EMAT 
I SIG) 


mas(f.)amuf+g) si A= HT 
perc 


'tr [estremo M tracciamo una pasollela ed uné perpen 

disolare ad f= 97. Sulla parallela riportiamo NN=f, 

za k 

e la perpendicotare che imeontra we T £ ove MI= he, 
$/ prolumghi' esternamente portando :. HI; = hp. 

Quindi unito I, cm N è da N la perpendicolare cò i 
fino ad imcontrare du G 4 segmento HE. 

Le è dl conto del cevebio oseulotore jo N. 


CE 24% di cupa fa D*: E WEA 
Meo Capa CDI DGP MERCI RE 
% SA "rar 


La costruzione € an9/094 alla recedente, « se la 
er Ti troveremo Lo stesso NjXy 40: 4 Me DI 


e 


eseguiamo 


Sii Vaia di WELL 


percio“[x, =(f-5) analogamente ee - £(6-9) 


c.o° consente di dsconsre 1 punti N. (Quattro) | e gh 


otto centi dei cerchi oculatori agh' estremi di fe ke 5 


+8 


Nella figuro abbiamo un ellisse delineato da 
archi di cerehio osculatori' ner vertici ed agli 
estremi cler semichametri dr oscissa Pe der loro co 
nibgoti 

fer completare l'argomento sui caggi di evrva = 
tura net punti particolari’ dell'eflisse, caleolia 
no i raggi di curvatura ne! punti sulle chagona 


L del rettangolo eircoseritto. È 


JI raggio di curvatura ne’ punti sulle dra. 
goneli del cettàmgolo erscoscritto all'eflisse. 


Sappiamo che: I - Uil | = “va; 
Re Le£ sb) (oe dg (+) 


- 2 228 -2a(84) © 3h) 
By: Pfb > Brin) = BRA 
CpRLSE 


In figura è stato trot 
teggiato un ellisse 3” 
archi oli cerchio oscula 
tore ner vertici. e nei 
punti sulle diagonali kl 
tettangolo estcoseritto. 


frolungo ‘hi e vi viporto f, = H©, traccio la parollela 
alla oliagonale gno al) pa similitudine oli triangoli’ 
ki “S Di £ HO cioî Mij=R{ che viporlo mn Ha = Rd. 
Feovato Un centro, sr costruiscono gl altri simmeterei 
agli assi. 
Dalla: #, = pra possiamo veavare:= fi #7: (=) 
Ri: d=d 3/4 


meno f9agle 


Z centri di curvatura dell'eflisse (( evoluta) 


L ‘approssimazione olei cerchi osculatori usoti per 
tratti finti, ha posto in evidenza la voriszione con 
lrnua der raggi è de centri dh curvatura. 

Aspiamo gia’ calcolato l coordinate. clei 


centri di curvatura per una generica VENE 


L= fa + dall 


(35) 


PO 
Kk3 XK fi PERA 
(x) 


Per /'ellsse ovremo: 


tI 
fd cai. her = + Ri lo 


; = # a 
percui: 


fia - + en) ‘a QTA Mazze) _ 
dx) zie 4) 7 


169 - (#37 2’ n) | 
fe se sol 


ue (err- St) epr etto) 


renza), [4 {Ele 
ed anche: Y, «bd Mperà [e =#9] 


Xe 3 K- E ae |enah) AC Pr 


Berte | nno ciometiza ac [FF] 


Riso/vendo rispetto od x ed Y abbramo: 
x= Ge) si ; 19 «(sl ) 
sostiluendo n ell'eguazione dell'ellisse si ha: 


St ea 


cIoe : 


equazione dell! evoluta dell ‘ellisse. 


che puo” serrversi* 


er, by). 


J/ segno meno (-] alla Y ordinata del centro i eurvotura indi: 


cava che i] centro sfesso era da bauda opposta, vispelto agli'assi 
del punto A cu Sr eiferisce. {Sparisce cel quadrato 
1 
In forma esplicita l'equazione dellevoluto, 


dell'ellisse sand: 


L'equazione dell'evoluta dell'elisse in coordi 
note polori : 


= (acos Da (bre Di 


(28 


I) luogo dei centri di curvatura dell ellise 
e /a_ curva asteroide 


L'equazione dell ‘evoluta = (lu030 dei centri di 
eurvà tura) È per l'ellisse : 
| ea +4) = @-6)| 


sia 2 dl modulo rafico : 


H+ 4) - [ale-d)]* 


posto: (£): colp) (ere f è l'augolo formato dal 


semiasse ‘b" con la congiungente cl foco) esod ; 


[4 - ace]; f= a seul); l'equazione diventa: 
xe (cos)4)* - (fn)* 


Premesso ehe (lequazione dell'asterorde È: 


x è YA = RA 


ariemo che l'equazione Mell'evoluta dell'ellisse è 
la protezione di una asteroide ruotata dell angolo 
Y amtorno all'asse x" ed avente: R = faedg) 
La curva asteroide € una ipocielorde” a 
qualfro cuspidi ed e generata da un punto su 
una circonferenza di zaggio K che rotola Aka 
slittare, internamente ad una circonferenza di 


(1 E par meggioni dettagli) 


raggio RS Vedasi 


QDisegnomo le due curve: 
y 


CwILÀ 


asteroide 
& e 


L'ellisse come sezione di un cilindro 
con un piono 


J/ problema € dndlogo a 

quelo della prosezione di un 
cerchio su un piano T, (ehe abbia 
mo gia battato), solo che im que 
sto caso, i tago; proielfanti, 
anziche” essere parperd sola 
ti a I, sono perpendicolari 
al piano di giacitura del cer 
chio. (Sono le generotrier del 

cilindro). Indicano ‘n parente; 


1 punti proie tati avremo: 


@)= x 


(3) = I/eos4 


? è 
33) (9) 4 


sosttaenolo : 


+ 


R (Bhe 7 
puo deriversi i x n (cesso) E R 
e tiportando l'ellisse sul piano olel cerchio: 


quest'oltimò evrolenaià che le ovdinote del cerchio base del cilin 


co, seno drse 


e (eA() per offerere Se ordinote dell'Alise. 


Relazione fra Idlbesie sinusorde 


Supponiamo di tagliare i elindro, (che ha 
come sezione un ellisse), lungo la generatrice pas 
sante per i punto comune ol semiasse 2 ed all'ebli 
se, e dr svolgere ‘ piano la superfice cilindrica; 
otterremo un cetf'angolo dd altezza pare dl cilindro 
e di fase pare olla &irconferenza di bose del ejlin= 
dro rettificato L'ellise della sezione si sulup: 


pera in und Sinusorde 


ola lunghezza d'onda della sipusorde sard:|A = s7R| 
mentre l'ampiezza 4 Sella sibusorde sora’: |k =Ahg 


(ere 4 È /'inel nazione ole/ pino di sezione, vispetto 


ac prani di base del elndho retto erscolore) 
Cerchiamo di def nre l'oxdinota di(P) cè: Fin 

funzione dell'arco AP = Rep eve p3 i0P; PP = fi lfffanad. 

ma Ricu(s=4 per cui: (RE) = hdeag #| a) 


C10' Rlegostra ne ssenentnà, Sinusoide |a eurvo offerta 


svolgendo ilerlnolro ove AedA crono concedente. 


«d'a curvo smnusorde È guinde della stessa lunghes= 


za dell'ellisse. 
SJversonente, dala una sinusoide di Unghersa. 


d'onda À è di ompreza 4, ba cui formula jin piano, 
è 19: h ara (32 {} ; uremo che avolsendo su un 
estindro i piamo della sinusorde,jn modo che SA e 

fo comerdamo, avemo è RE taggio del cerchio 


di base del cilindro |R=b|semasse mmote dell'ellisse 

I) semiasse maggiore dell' Alisse sardi (2-0 ] (REA 
Od : ld] fr 7 piano oi rderturg alel 
l'ellisse È inehinato di fe arch (4) Pi anch (24) 
tspelfo dlla base del erlndro 


Se: 434 } A=3V je quinei: R=4; <=45° IE, Hi 
Aavcebbe una vera s/nusoide trigonometrica ;el lellsse 
che olerremmo ‘ovrolgendela d un eihero di'raggio =4, 
awrebbe per semiassi: 634 } asl. 

lle correlazioni trovate er consentono ei 
passare ca un ellisse ad una curva sinusordale 
e nceversa. Cio trove applicazione nella cosrazo: 


NE; Siogef:fgilenmena è cartonerme . CI 


Bpplicozioni colle volte a eroeserà «padiglime, 


Consideriamo {intersezione di due semierlindi 


orizzontali, ala stesse quota, e perpendicolari fo loto. 
Se ( cilindri hamno ugua 


le taggio, la cona di in: 
fersezione € quadrata 
come base. Seltinitiomo 
& serionando i cilindri 
con piani verticali passanti 
peri quatto tali del quadrato e per le clue Sia = 
gonali. Ogni semlindro , sulla zona di imterserione ve 
ne diviso in 4 parti dai piani verticali passonti iu diago 
male, e precisamente due fsi e due unghie l k 


sele unghie dei due cilindri fermano, sulla pianta 
si dei 


quadrata, una vota a crociera, | % sol 
due cilindri Srmano una yelta 4 padiglione 
, 


volta a 


Gea 


elia gd raggio dei due semicilindri ed “a= 
La Lunghessa der semarhi Sii luppando dn 
piamo 1 due semierlindri ,ebe si infersecano orte 
gonalmente , offeniamo cAue tell'angeli di bali: 
{sat astr. de semiellissi delle sezioni co, piani 
verticali diagonali, sur seneilimdro svolti 19 vel 
el diventano sipusordi : 


<-— 2. 


7 dono imolicate co) €" le parti ehe formono la erocie 
ta, e con p' /e porti che cos liscono i/ pedi= 
glione. Per fare un modellino i volta a crociera 
ed uno di votta a padiglione convene hiporre 
di’ un rellangolo di carfonerno ct per zero e 


oisegnaro;' due cosinusodi opposte considerando 


raf 


“, “ amodlulo 


pitario. z 


Consideriamo en semiellisse intersezione con 


un piano verticole in diagonale, esso ha per 
semiassi : E" eg Vi”, eS 


Ù essendo d=45° (Fang) = =), 
4 (peg. prec), Ja. sinusorole che 


E... ci + offrene séolgendo i cilindro 


arta” per eguarione :|p- bau ero ‘n questo caso 
Vai 9 2 f| pero,/0 9 4; 


Zraltandosi di seme limdri, fa generaluce ovigine di pi 


spostata di 90° per cui deu(s0-9) = eos(g) , da evi le 
casinusord sur modelo: (Per A alisegno delle sihusosdi 
Vedi esempi di cocehi osculatori). 
Confronti ffa la volta a crouerà e la 
volta a padg done. 
Sa € i0 Lato del guadrsto d'imposta delle 
volte (0-8), dl'irea d' base sora: [4:€] ed €. 


volume del semreubo crscoscritto alle votte sarà |\ 


z 
forehe' l'ared di $ d'enda di sinusois 
la x Y 
y Di % 
a TE de è lega = [eo], E; 
dello sviluppo der modellini’ abbiamo: 


Area della sperfiere della voeta a paglione = 8eAy= A-20 
Larea della superfiere della votta a padiglione CA cleppio 


dell'area of Imposta} 


Area dello superfize della rotta a ceocieva :Ax=8064) 


Ae = &t(v-a)= 42072) e £04] = £°(444159.) = 
Ae # L'eUZ)e (L'area della superfice dello volta 


a crocieva è pari all sree d'imposta maggiorata di 
poco più del nY — 

Qualora non avessimo utilizzato fo soi luppo rn pia 
no nel modellino di volte , pe calcolare L'area della 


“99 ere di unò Unghie” ofella volta a crocietà (vedi 
| ADE e fg): da = te cos) do 
dae = £(-cng(£ dr) 


LA 


Ae= Vi (4- cosg) de 


a-+©[%-] 


Ri d coleolo dei volumi occore notare che Ja 


proreetone sulla. base d'imposta dell'area elementa» 
È eda è da'=(A sug) = (Lay deffgi-cg 
anche l'altezza € fenzione dig , 00€: 
de tuus; per cui: di = fuuy da' 


Ga 
dr= Fi (sy - ud cong ge 


LE fin su p)lp = 4 Portoni - sti v(te- 4) 


Me £ (0,30413) 


I lume delimitato fe la base d'imposta Pi 


la volta @ crociora £ cicca CA del volume del 
semjieuho aireneritto. 


Per la volta a padiglione, l'elemento di area 
prorellato € da'=(di sup {ey} = F(pupcnyide 
ZA s ky dh Pa Freni 
k SL (fun enp di - e [ace]? 
- 4 


I vetume Aelimitalo {fa fa base € la votta a Pe 
diglione € utero del volume del senieubo cio 
avcilto. 


fex offenere lo stesso volume della votta a croce 
occorre altare le pareti di: Ia 7) £ He che per 
4 pareti oliventa. dt e di murstira cla aggiungete a TTAZA 
SL Ch. (reti quae dimaratura complessiva) 
Fer chivolere le pareti ch’ une volta a crociera. occorono: 

- ‘a tal tal g A 
2287 = fr = 1.5} €° de aggragere Az4/4 Le 2116 (meli 
quade: di muratura complessiva | 


Per un vano dl egual volume . 


p Ù 
con la crociera, ; (m*di parete = 456) + (md volta = 134 0)= man 


cel padiglione: (..4 20) +20) mal 


L'efsse come intersezione di un piano 


con Un cono 


Un cono di' apertura 24 sia seztonato da un piòno in 
clinéto di A sella base del cono. Siano "6 ed R° x 
zagg: di bose del troneo di cono sezionato. L'altetta 


del tupneo sara: A= 45 A . ed onehe: d=R-) ga. 
per ca: VIETA At, . Bostono quindi bre gren 


derre' per defrnive l'imferserione: | f= CEN 
4 


ce/coliome ; semidiametro megasore: 
a = DA = 0RB= + 
sen 


cosfa+) 3) 


Caleoh'omo il senidiometro minore 
- DE = DE - Net. MSC ne eat A 
bh 3T= 00 VARO = Van (Real VEEred 
Le, (RE (medio proportiznale fa i veggi) 
Assunta, come asse x la traccia del prano di se 


zione : (19) è per ode 4 fa perpendicolare ad x, 
passante per 0 e giacente sulla seuione telle def 


Cono; per un generico punto @ della intersezione si 
: lm TE] ; | LE 9, | 
4 segno pende olal verso arbitrario degl assi. 


Dol triangolo Q'H9' (e sua seconda protezione) 
RiH= TE: (4-13) TS =(@-94f (0) 


TS = R-(S) TS = &- 9/69 hfgo1p) 
tylhy= e |; les > xcosp +45» ] SZ 
EISEETIA 
0) 
S°= RE-Re&D ; (Re-59) 
Sniy 


o 
: 
wi 2 


Go dimostra ehe la intersezione fra un cono ed un 
7 


piano (ehe le attraversi) Le unelsse . 


Un tronco di cono di taggi" e” ed R' ed offerza 
As (A-] hl, tagliato discgono/mente da un pruno 
iheltineto di Va aolle basi, per eu rale la selavio 
ne: Laugls).famg(p) = pasa ; La tnea comune of pia 
Vi no ed alla superfi 
ere laterole del troy 


co di eono € Ama 
ellissi di assi: 


= (R+t) 
as (i 


Si puo onche penz 
sore il vertice del 
Cono eome un cen 


tz0 di protezione 


di una sezione vel 


la eitteolfare du un piamo inelmato di fp tispelto 


al piano della sezione rella ; dr ha cosù ehe 


L'elisse e cucora /a prorerione di un eecehée, 
ZA bro;ezione centro/e) i {Fa protezione centeole ha il 
centro di prorerione è compo finito, ‘a proteuine di Honge © per 
zag; paralleli” ha il centro cli proiezione all ‘inffenilo) 


L'equazione dell ellisse erferita od asi troslati 


ano: m ed n fe coordinote 


del centro dell’ eflisse 5. 


avremo: 
n 
tem 4 (4-0D)- 4 
& G 


CIOÈ, 4Ui luppando. 
6 (x°- ema + 0%) + a?(q*- 204 +) - ab 0 
ed ordinando: 


Sx 4 dig” - abmx - 2dnY + bm 4 n - 
fera eassica  dlell'equazione delle comiche. 
dividendo 


er al srbe: 


esplieitando 4 si ha: 


SA acer + 


Confrontiamo ora con l'equazione generale delle convehe: 
Gy= bl; Gy 30 (manca termine in xy) j ae At; ag -Umj az - n; 

Gaga Entrata. SI noti che è cosffisianti sono fra loro corvelabii. 
Coe affinche sibralli di affissi ad assi traslati dere esere: 


dae & È “ - du Qu) che puo serivarsi* [au 088) di rat 


Esplraitamdo la 4 € possibile vremvare ‘n°; espliitamdo la x è possibile vicanre 


nf cla cui WE, contellaze sò che forma sono reef. dell'apuaz. alata. 


L'equazione dell'ellisse ed ossi ruotali 


Leguazione per la ruota 
zione degli ass assi o preo] 
€: 

3 YMUL + Xeodd, 
Ù a Y cosà — LA 


l'eguazione dell'e/lsse 


al centro : xi ia 
puro semversi: 


b'eotg ab =0 


sostituendo : S{greta pxleosli + 8xg deu eosa ] = bit 

AJ 'eostne rsa 2x4 sens cos) = 8î4% 
som mondo (aiuta + ecs fa) x (cone im) a 2) ty 008 
dividendo per:&b° difa: 


(E e (tappeto =1 [o 


Ricordando che: (vel eg che coord. potati) 


foga. cesta) 4 È (E seidiametro sull'asse =} 
feudi + Pri (8 _ semiolrametro sull'asse 4) 


Ta 


di ha: Fi: «[& bpruea]x4= 4 
fitenzione: 


A e fa mon sono, me possono essere ) 
efter goti. essendo fe loro perpendicolari. 


sSommawdo: {4 , L 


de 
£ 


s 4 Po £ sha una importente 


a 


relowione: 


CISTI quodreti ‘ole; ve. 


eiproci di due semidiamete ortogonali, in 
é 


an ellisse È costante, 
facendo la differenze: 


T 
CRAC 


diha: 
4 - A a 
a olerenza der quadrati der reev: 


proci di olue semidiametei ortogonali , AN 
un ellisse È pari alla differenza der quadroti 


der reciproci. olersemidiameta prineipal' mol 


biolreata per il coseno dell ‘angolo dopp /O fre 


i due sistemi! 


Ma dati due semidiametri ortogoneti di un ellisse, le 


due relazioni serrtte non sono slbierenti' a visolvere i 
problema perche” le incognite Sono tre: (ANIA 
Questo problema c' cui obbiomo gi fette eemo, 
Si presenta spesso nei coleol' di motematica asplicala, 
per esempio nel calcolo dell'elisse d'inenza rei una 
Ligurò piena non summerita | (pet astmpio La sirine ad Lì 


per essà È facile trovare G <£ ma occore casali 


dei moment; d'inerna centrifugh per horse A, 5, du 


Se confontromo /'eguazione dell'ellisse od assi 
vuotati com l'equazione generale delle coniche 
Hi ha: a, (a'awa + beos'a} $ 20, (4°-0i) seu 64) 3 
an e (Rent i bra) sa = 2050} dig at 
nell'equazione dell'ellisse ad assi solo ruotote 
Imoncamo £ dewmini m x ed 4, fesa irene an ur 
Si nota che se poniamo @yz1 4 ha l'equazione. nella 


forma (2). per eu: 


dt bg Pai (4 E) 


Quindi per Sommd e solfrozione 411° 2icavano 


diameter principali dell'eflisse. 


L'equazione dell ellisse ad assi ruotati è 


trosleti 

4 

Basta sostilcite: 

6-m) «d (9) 

ni olle x ed 4 nel. 

/ equazione Sell 

Ù Ki ellisse dd assi tuo 

tati. Si ha: 

feb he foteotee l'i porf'a(£°- treat fx mfya) = al | 

assendo : 


(x-m)= (ame); (4a (ngi); (i-mfson)=fxg ng -na 
arcemo: + coefficienti - 
tam Prese +8e20%8) 
Gr e (Got +h'aa) 
101, = (b-at )sea b0) 
24,2 -[nd, +nt4a] 
dan = -[210+ 000] 
Agg = p 2 +20 285 Eh] 
che de. nell'eguazione generale : 
| eek + 604 70,44 +20, + 103J+ Gy = o| 
darne l'equazione dell'ellisse ad assi zuofoti e traslote, 
l'equazione è completa, finche sia un ellisse: a; Ra »o ; 
affimerî sia zeole :Aax<0) ed fano). 


L'area dell'ellisse 


L'eguazione dell'efhsse: 
Cia Mac) 
L'area dell'ellisse: 


È A-fgda = A-4TGF di 


E A= sa((1-63) d&) 


posto: (2)= sent) ; te areru(3) > da) diet) 
A= 408//1-stl) olsus(t) 
A= sab [cost dt 
As 4obf sett se] 
o 
A= sab [CEE s ener (a) ch Sei "I 
AA] < at 2) 


Abbiamo visto che l'area dei pazallelogrammi costruiti Sui semiz 
diametn coniugati dell ‘ellisse È 64), percio Le rea clell ellise equi 
rele I volle /'area del parallelograrmo costruito su die 


semidiamelti coniegghi, gquelsiasi. 


Lo rettificazione dell'ellisse e gl integrali 
ellitteci 


La linghezza. dh un qualsiasi tratlo x, ,% di curva 
43 =f veltificala è A sprasia da: 


Anziche” fare la deriveta ma dell'ellisse è 
più comodo considerare che la lngheza di um ellisse vel 
lificata è pari alla Lungherza di uma intera nda di 
dinusoide rettificato. Abbiamo gia visto che la velazione 
fra an ellisse di semidiametri: &,E ed uno simusoide du 


ampiezza 4 è lingheas d'onda À è _ 
; 


l'equazione di tale «sihusoide sarà : 
3 FA pur Via Pb) (È) 
Leif chiamo per prima la sinusotde semplice : 


{= = 422%] s° cosà 
Covuspondente all'e, 35: di semrassi . ila-f 
Vai Jreza * dx È sh - pants dx 


n= RUE di = fara 


con 8 ferma. classica dell'abegrale ellilico di s la specie: 
dalle. tabelle si ha. [Lg230, 6:18; 13506) [E 4.00-43506=_F 64045. 


Quindi le lunghezze retbificate dell'ellizse : eta Ca 


della sinusoide ARZEZZZ]] sono equivalenti a: X 64015. 


4 

E + 
C) z Ù ge Cd 
a_n ZA 


Coe un cilindro, di raggio unitazio,sezimato dé un piano 
melinsto a 45% sulle basi ha pe sezione l'efhiise n figa, 
ra e se su luppato tm piano si ha la sinusoidle in figura. 
Rettifichromo ora un ellisse di assi generiei : a,b; 4/ guO, 
le corrisponde la sinusoide di ampiema.: he fat-F = fedi 
lun ghezza d'onda:A sab . ‘equazione della sinusoide Efe@ 
infetti per cecd + jefreutag), | 4° Loose) lil; MER 
DACE RIGO - [ME E) 4) of) 


$ € portato "a! du evidenza e 4 sotto segmo di ‘differenziale. 


pesto: ( G Pi (E)=K = eccentuerta si ta /integrale 
eliÙco di seconde specre:| Pza ren) dg 
or: B= qreseufk) alzi puo setiversi: 

[= afiraat)ly dalle tavole degli ‘btegrali elit 
tie, potremo viedvare un numero : E(sy) co quale 
Aefinice la lnghena dell'arco di elise (3 di simusoide) 


Le coordinate param etriche dell'ellisse 


Rivrendiomo la costruzione grafica dell elesse, ed a 
dichiamo em £ l'ango 
lo che un ragg so dei cu 
ehi Jorma com l'asse ri 


nore dell'ellisse | Qvremo: 
Le LA 
Y= b 005 4 


che sono le coordimale 


parametriche dell'ellisse nel parometro v° 
bilizzo delle coordinote bavametriche per lo retti 
ficazione dell'ellisse, la: eheh diventa: di ft 4} 


si 1 fr - (fe de 
Pleo) H ma: LR eccentricità 
re affi) d 

| (A rwa$} dp 


[3/4 


pe Az aresu(k) 


Formule che abbrame già ‘trovato, questo pro= 
cedimento evidenzando 9° f vedere quale arco chi 
ellisse rnene rettificate . (> Azure /urso E) 


GI integrali ellittici 


Abbramo gia visto “lo «sviluppo ‘n seve” degli 
integrali efter di prima e seconda Specie ja 
propasito del problema del pendolo, ed abbiamo dalo 
in tabelle d' integrali caleoldi. Abbiamo ritrovato gl 
Integra; oflrdtier per reltificore /eflisse e la sinusaide 
togliamo ora dare una definizione degh integrali ef 


Ottici : (CA. GSansona - lezioni di Analisi Matematica - vl I peg 133 - 
- ed Cedam - Padova 194) Sl; integrali della Erma fe VPaddx 
dore f è simbolo di una funzione razionale du suoù 
argomenti, e Pa) su polinomio intero della vaziabile 
x di terzo è quarto grade, prendono il nome ali’ inte 
grati eMibici! se Po) È drarado superiore d/ quarto, 
s/ dicono 1ntegrali'_pperelii ties 

£L'possibile cimostcaze che peranco und trasformazione linea 
re sula varcabile ® È passibile vidurre & Ray olal 8° 24° 
© VICEYV USA, da esoressione È fr) = dute one: 
40) Ba, Ca), lg Sono polinomi razionali interi iu x L'espressione puo 
eioAuroj - Se + Ssppiamo visolraze:(im de; per il tcondo 


‘mt, ; ig ; 
(mtegrale scomgeniamo ; Piste que gue ESSE Lit 


n Ty 

Puindi basta considenare integrale Ie ide iTe> Serra 
4; a Pa 

£ possibile tidure I alta fera: [zi > Cr: 434) 


Questa espressione £ aucora possibile È lormorta, 


Conad og pr 


sl offengono così. Gi integrali ellitteei di prima, 


seconda e terna. speee di Legendre, 
Scomposto: Rx) = da (x-«ffx <B}(x-Ux-3) e sostituendo 
E = (ax+b)oe+d) sv anvia a dimostrare che gl integrali 


ellithci «7 esprimono, otte che com le fenzioni mote, con 


4 seguenti bre integral : detti de Legenche: 


/ ia sbfegrale ellitteo di prima specie. 
SITE MISE 4 i u  oll'Aeconda 
4- Vaze” 


J RR RO u deli tera 
Grab) VG-ENa- RE) 


(e quali rappresentano tre nuove trascendenti ) 
si 


fimendo: E = den(g) sha: di= ep de 


sodi . di TRO 
| Aa Ta & pese) 
PELA | (aa (1) 


VIFAASI 


Questi due integral: aibamo rimparalo a 
srilupparli in serie, e s1 € dala ser essi 
di È 


uma tabelo of conf fatti. 


L'ellisse nella matematica Splicata. 


dalisse è particolarmente importante nello matemotica Gigli: 
gata ad oltre diserpline scientifiche. Basti vicordare l'nbita, deò 
corpi celesti, / ell in meccanica, ‘n stotica , um sciema delle co- 
struzioni, se. Arkemo occasione d'ompliare le cognizioni suli 
l'ellisse nel trattare casi dispeciica applicazione , 
lhelnzi pe. geometria protettiva , / ‘eguilibrio n sa). 


L' elbissogrefo 
Esistono strumenti chiamsti dissogrofi, copaci' di di 
segnare L'ellise cm tratfo continuo. 
Uno di questi’ apporecohi È co: 
atituito da due guide a co 


» Ce entro cul possono scorrere 
x 


due perni Pa q posti a 


distamza fisso su un'asta 
/ 


e0'esfremo della quale c'€ 
na punta netvente #. Sia: Rsa ; @s=6 cioò (2-b)-R 
detto </ ‘amgolo variabile dell'asta sulle asersse e, AVamno: 


[e eeasa); Vle adseud- (a-blieuk = Y= bia 


ufo; re pecidi 


Equazione delle rette tangenti all'ellisse 


Je Gi fax? 29. dell'elhsse espli stata, mg 
devivando: s'e = = faugle) . 


LA di Qseissà; Ar, 


Ye e noto punto dr tangenza 
he = 4 (ERE dalle : dh. hl) 4 ha 


(4-&Va-#)_ 4 Kr 
Ri = 


esphicitando 4 
Kr, Aya cb DA St 
Ver 


essendo : 


= uo 
Vi Vari Lo a 
o della vett. a 4= Ser + (26) cio forma 
te sw 1 L'elbisse. Ex vato sesplierta 


si fermo segmentarca : 
di | 


a ia 5 
(@/x5) fa) 


peo serivessi : 
RI 
. Er) + 4) 


da distanza di'enò tauzente L'ellisse dal cento © 
sand; Î= (E afar) VIZZA + aber) ; rewuplibicondo 


Sa eh _ ab 


vespe |} VS 


fe divtaa fa 
n-Ég3 ee 


2) Se 4 punto noto della tongente È esterno all'ellisse 


= {4-Ia) velle pasconti per 
= (ke e]; Ta cm = (eg di tdlele Ue po tiper $) 
LS Sistema 


4Fm(x-%a) +42 
Chi EVE 
permette di trovare è punti comuni all'ellisse e alte vette 


ped: MX - (inXka -4e)= 4 aa 


(o) - amlmx 49) X + [Cota -ba) LT =0 
equazione d' et grado la cun radici sono le ascisse dei 
penti comuni all'ellisse ed alla vetta di coff angolare n 
Tale cetta se fagliera! l'ellisse anemo due radici ceali (170) 
se è tamgente all'e/liise unasola vadicà real 430), ed 
infine sela ella € esfernò all'eliise anemo radi immaginarie. 
(A<d). A nor interessa (430) ene: nn] fe rs to 
slo (ilt Ple ‘afzo  nidibona 7% +amuszo 
[(e*x)mt + irete)m +(E-&)=0 
da presente equazione di D'qiado fornisce i du cogff ongotui 
delle due vette po 'Q" 


o EEEZIOO | 


(LX) 


—relatlagi +e de 
(A°-X2) 
quando 40 =(245+ 0% - Albo WeAJER: Qappartiene oll'elliv, 


Sy Utode nel caso precedente : ms E È pe % if 


m = 


3).Se è noto il pu to Qe(ka 4a) esterno all'ellisse, per if 
quale «leve passare fa velta tamgente | € poniamo come 
«incognita € gunto T di tamgenza: 


% - Ie) za bh Xr 
(EE i 
EVA) 4 Ie Arre 
& & (art 


dt - (aver), = Pra 
al -10°x7 +7 + 24 CA 


(e Leda + Lg) 


ra) fel go 


L9uat. di <° grado 4 Xr che ha come rodi; 


Je stersee der bue punt di tangentà delle vette paa 
ia (EDI TATTIZONI 


Dr at 
iù la + VERI ali Bali 
dx 1847) 
a diet Ig (REESE TE 


+2 ) 


Ar 


ase;ssà der ponti di tamgenza. 


L'eguazione delle normale all'ellisse 


Fracciamo la normale dal punto Td famqenza.. 


{equazione dello normale sora : 
5-% telai 


XX 6 Xr 

9° (EE) + 4- (ee 

ma: IAN; 3 4(1-8)- <£4 
j {ta ferma esplicita) 


(i forma segmentaria ) 


Detto N dl punto dl intersezione della normole con l asse x: 
3 xo RR fADN; 


TREE TANTE 
ala = et Pegi) = TL VEE 
ET= Vent +43 VESTA => Vetrate fi) 


se consileriamo: (£)=K = eesenhieitài le Énghere da taggi 
focali diventano + [Er= a+kkr| sl [ET= a-Kkr] 


Porche: NE # al si = LT possiamo serivere fa 


proporzione : |NF: FT= fial dalla guale nasee la 


regola : * fer tracciare la, normale all'ellisse da 
un suo punto T, di prolunga ;/vaggio FT fino ad 8" su 
modo che: Fs =Q, onito quindi s cono, la paratila, 
ad SO de TÈ la relta normole all'ellisse. Do 

da beata le grandezze angolari. 
taz (4)= (87) | PE] tte 


Ae | 
e) «Gt; mite 
ce(4) <6g) 


Sus($) = dualf) DE. » PER EI Pai 


fo ER] AVETE 


Senfi) = 14) DÈ 


Resta dimostroto che deu (5) = gui} eso: = (6) de eu: 
“La normale a'elsse in un suo punto F_& 
borsetta ce Lai raggi focali che conpergono allo sfesso T. 


Le proprieta fecal' dell ‘ellisse 


de prrncipoli proprietà focali dell'ellisse sono state 

gui graî dimostrate nel 
corso della brad: 
Lazine fat sull 
ellisse. Tuttaa ne 


tiportiamo ora le 


Ure essenviali. 


14 La sommo delle distanze der faoch' da un ge: 
nerico punto (7) dell'ellisse € por; al diametro mag: 
quore dell'e/fisse. 
dla distanza fonte: dé = di =f ove: dolal-0), Feb) 


(perego + fn = 0) (definivione di elle) 


o] I prodotto delle distanze dai fiocchi della 
Lamgente e costante e vale 6°. 
Siano : (D+t)} e (6-6) tali dintanze , dobbiamo 
dimostrare che Et): b' abbiamo visto: Y= 2 


è 106° . , . Vat-fr 
dti re } cel)» Leti) per eu: 


9 è, 8/3. * . 
col) = RS fora ARE PI costi ULI ta 


ef 


a 1a serre todi 
Let) + 9 stri, bed 


12 a'cost) tf 


$1 può anehe dive: 2)1 È medio proporrionale fra 

le distanze della tangente dai fuochi dell'ellisse 

>) a normale e la tangente all'ellisse bi> 
secono gh angoli formati dar raggi 


vcgli 7 


Questa proprieta” £ gn: stala 
dimostrata con: 6 = =Î per Sa 
normale, per là tangente sarà: 
0-0) = (9*-;}- 

£°unò propriete impostori 


t,3simà perche’ se consideriamo speculare él confermo 
elhtico, Un varggro rnesdente come FT sv riflettere iu TE. 
St norro che nell'ontiehta Dionisio, disponendo di und grol 
la, con velta ellissorde, ponesse < prigionieri im un fuoco dell' 
ellisse è ce, stando nell atlro fuoco, udisse | loro discorsi, 
amehe fatti a vee molto basso (Questa prigione scavata nell 
toccia esiste ner pressi oli-Sivaeusa col è detta Urechio di Denis) 
Se in und vasca ellittica, piena d'acqua 7 si getta un sasso 
dm uno dei fucehi, redremo formarsi inerespoture di onde 
concentriche col fuoco e , dllergandosi, vamne a viflelesi 
sul tordo della vasca e vicomeentrandosi nell'olto five 


n provecano uno sbeffo d'Gcgua simile a quello provca 
to dal Sass0 all'atia della caduta, 372 pure ofanuato. 


I fenomeno è molto 


interessante | cexhia 


mo di' vederne quolehe 
applicazione. 


Consideriamo una 


emissione (0 perturbazioni 
su che si propdghi «im tette le diwerioni. Ciaseum tag: 
gio uscente da fi jche aruva per tif essione m fi, percor 
te lunghezze E ), qualunque sia il punto T ove si è 
vfflesso; infatti: È ET +TE=209= cotamte, quindi se'W'e la 
veloerta di trasmissione pel mezzo: Y'= se sarà 4 ten 
PO timpregsto olai singoli’ raggi pet titrovazsi Am Fi. 
Potrebbe sembrare che due raggi come Tf «d ET inter: 
feriscono ‘n I, pero è facile dimostrare che ET è drri: 
vato inI rima! di KTF. Ceo' puo applicarsi, tutti 
PA raggi. Un volta tuprodetto <L fenomeno in, diventa 
entente ed 7 vaggi tornano im E; DA perodo sata eV 
06. :40-=T e la freguenza dell'oscilfazione sort fi] 
Se il fenomeno emissivo in FK, è sinusordlale di Lunghezza dl'en 
dla: \.320., 51 offiene rin aserllotore permanente che non 
emana esternamente, ma tiene accumulato in sé. nuo 
quoto gli energia. 


La Fergbola 


Di porabola i luogo geometrico de 
tutt ‘punti eguidistanti da un punto dette 
fuoco e da una setta delta direttrice! 


(Bieaviamo leg. al eenfro, anche 
se, per la parabola ad asse vet 
bicale, cio € già stato pela nd 
LUCA I) 
Per il sor geometuco: 
FP=pP 
sostituendo : TESTI 3(449) da ew 47 304 = 204, ; 


per /a geneviula di P possiamo setivere 


ed auche porto:fn: 4) 


Lquozione delle parabola al centro, 


Notiamo ehe Lai (x = 4a) anche 4=62) infetti sali 
tuendo: J= 4g 4a. Cio' vuol dire che, se abbiamo 


al grofico di mò parabola con i) suo asse, dl asumia 
‘00 tole az come 4 ;e dal verte V £ ‘grfogonale ome X, 
una ella 9=x (a 45° da osv) inconfrera la porchola 
pa un punto R tate che Xa=fq=4h2 cioe dindendo in 4 


parti puri coordinata di @ ai offieme "d. a-%2: Ie - Jr. 


Costruzione grafica della pavobola 


Disponendo di corta guodkt 
tata © millimetrata, di per 
ta la vetta oirettrice dol su 
ima linea ovizontale della 
quadrettatura + (5 suppone diregna. 
ta). S/ disegna l'asse 4 su una 


iu. linea verticale della guadret 
tabura vi si indica il verfice V=0 eb il fuoco F. Da # 
ditraccia L'asse x e da F uua parollela dl x (si teaccia 
0 a; pesa tracciata) Si nota che le linee ovisonfali della 
quadreltatura passono toppresentare fe progressive distenze del 
la direttuce , mentre Je linee verticali della quackeltatura ps 
sono rafpre sentare le progressive distame da F Pereio fe 
cendo centro in F cot composso, 1 opre di Laggio Via via cresen 
fe quanto indicano le verticali sulla paraltel ad re per Fe 
s/ viportamo sulle ovizzonteli deferminando punti della pa 
zabola. 
Lex tracciare fa parabola a tratto continuo, si fissa oll'ahes 
à mo A di un caleto di una squadra un file fs 
ni sibile Lungo quanto il cateto RB e si fis 
E l'atto estremo nel feoco F. Una punta serra 


le tren i filo abete la squadra, mente 
o da direttcice dol, disegna fa parabola. 


CA 


questa, segue 


Lguazione dello porabolà ad as traslati 


LI 2 (4-4) » m(* cx)? 


| = mx" - mx) x +4 mx) | 


xo espress ione mota: 


Pi ax bx +€ 


relida per paroboi ad asse parallelo e I. 


confrontando con l'espressione generale delle comiche: 
Bu k® +10 X4Y + Ay$" +293% #04 + Qy 70 

di ha: An30 ) Qa30 ; gsm X) | am age; 

an" (4-m%) È quindi dividendo / ‘espressione generica per 20, 


abbiamo: 28 --m. Ma xy; Ad. 
Fratel rale iv; Cpt 3-4, 


#4 L ‘equazione dl cento Yz 
. 4a 


xs Yrruk + Kend 
ii 


sorti tumdo : 
(Fecnit - xa) s (Fra + xend)/4a. 
IZIZIORI fa sudk = Fida +X'enta + @auuacost) XY 

| (cas)x* + feta) Pt 2 (seus codx4 + fia ran) facnds=d 
dividendo per €24 ve 


DET Ae + alpe eegre 


(0) 


l'eguarione genetica delle comiche (che puo risultare molti: 
pheata per sn numero K]rana (pe Lg. nella forma 0) : 

Qu ROSA} Age RA; pero fa fa je ricavata 
| Ke Qu Lessa $ imoltre Dan e Rsu cos4) } s0sn pipa 
(0) (qu) [Kr metta]; <a 7&r) Ba] 


Lguazione delle parobole ad assi ruotete 
e trostati 

Riportiamo nell'eguozine della 
parabola ad assi solo uotati 
&-xy) «d (4-4) vispettzvamente 
al posto della x è dela I. 


9, Chi 


x 


Areuo : 


| (exe) hl 44)" ea tgocrifa4) + tfegteny - fa h-4)=0) 


x la)t* * stylla 4) +efete xy 445) x ao 445904) 
EMY + Aron) - ee ae 
moltipheando pe e) s'ha: . 
C004) x Aiua) 4" ea cos4) 4 +3 frstra “ili sci) 
—Affrrnaa cos + Xytrcd4 3a, €004) Y + 
Mi + Audit, + send Xv 22(paraelie +2(20%7%) ] =0 
Poiché è pumi fee coff. semo cdentier all'eg. della parchola. 
solo Lrastola Mile: ed =; Ken Ou feoza ; (fa ri Qu 54) ‘ I) 
AA Citinsdi, Caviaiky rsastituendo»ei trova "I ed'd. sr 


Le rette tangent, alla porabole 
Uh mx = . al centro assi della parabola 
g"* Imx » & = Haut) = (derivata prima) 
4) Se È noto i/ punto di tangenza T 3,4); mx) 


IS (4-mXi) 
ELISA = mk! 
x Cer dal & 2%) emXr 


della retto baugente su T Alla parabola. 


à sezmentaria:| XK Y J 
n fama agmentar Da È Fa 
ehe può nevrversi : 
Xx 
+ %! 


Questa forma di equazione eviolea 
cia ehe la vetta taugente alla pa 
coso 1h un punto Tsltr; 4) taglia gl 
MILLI uipeltivàamente int è —4r. 


Questa osservazione molto ;im> 


portamte, consente di dite feffucia 
di un arco di parmbota). 4=[-%,] ed anche TT =(conda dli 
2iN arco oi parsboa) =Xr=f@#). Cio consente la costa, 


zine. LA ca della parsbole per tamgenti. 


Costruzione grafica della parabola per fongente. 


Sa data La coda e la feccia di una para 
bota. L'asse della cordo È /lasse 4 ove a distanra f 
dlalla corda si tova il vertice della porabota e per eno 
beareciamo | asse x. Se la coda È TT=30= 3fr|} preso 
lf uu punto = -4>f ed unito con Tot, onemo tosc: 
ciato le tempenti du TeT. Si noti ohe: Tg i i {3 
3 = 40. @uindi anche : - GE) = CET . Se da T sulla 
tauged scendiauo di uu ugmento 8°, mentre sulla taugen, 
be :4.T 41 sod lello steso sgmento 8°, L'umione di tali 
punti È sm taugente della parabota. 
de dito Boato tr Pets dividiamo il segmento 


Tq die, dia mumero N° qualsia 
si di parti e numeriamo 1 
s punti di separazione :7,4% 
4 j e mello stesso nume 
to diporti 47 e mumezano 
454:23.-04,T. Unen 
do lmumetri omonimi SI ollengono (-4) taugen li la 
parabola, Quando rnaggiare PICA ‘meglio & definita, la 
parabole. Per trovare im quale pento la lamgente € 
comune slla parabola, basta trovare ove fa Laugente 
tagl® le x e zaddeieiondo l'aseissa ci ford xx, 


4/ procedimento ora «sposto puo generoliziarsi. 
Dati de punti A e 8 e fe tanpenti 19. 
fe 5 allo parabola, costruite la porabole per 


Camgenti. e trovare gh dissi di eferimento. 


-S/ unisce AemB e da 

ogni punto P di AB possià 
: mo traccsore le parole: 
le alle tangenti mf e B 
fino ad incontrare là nen 


parallela. Prendo numeroto 


ecazias 


«punti Pd AB \iportiamo gli 


id È _ + Sfessi numeri gui punti sorri» 
spondeoti. Unende inumeu’ omonimi delle tamgenti su AeB 
abbiamo le fangenty allo porsbola 

Nov pero vogliomo trovare la posizione del vertice € 


Iasse della porobola. 
Occorre dimastrare che data unò cordo AB di' una 


perebola; il punto di meso HM di bale corda TÉ comunque sa 


clpeta rispetto all'asse della parabola), il punto T di 


lamgenzo della retta parollela ole corda , «d i punto 
d Comune alla vette baugenti agli estremi della coda; 
H,T,Q sono tue punti allineati + Ce Coro vettà & 
perallela, all'asse della perobole : 


Quindi basta la tangente perpendicolare a MTQ pe 
individuare il vertice e l'asse della parabola. Ha prima 


dmestriamo ;/ teorema. 


Sia: 4 Mx? l'equazione 
della parabola ; dina corda 
AB, comunque imelinata 

sull'asse eva per equaio 


ne: 


L% = de = fe) 


J/ punto vi PT 


ava: 
Aa È Sepa ; gr dpi 


Tenuto presente ehe ;/ cod angolare della vetta dat 
laugente alla parabola € parallela ad AB dova e 


. 
dere : J ImXr E 3700 ma Gg=mXo | ‘= MX ; ameno: 


2MmXr= ng = mt); cioù Xn 3 Aaa Xi. 
Resta così gimastrato che fa setta HT e parollda all'ose 


della, parabola. 
Consideriamo ca vette tamgenti infe8 dla porabola. s 


Ya) XX i Y=mxp)x mi j il punto comune @, ana 
LN) atto kyo 

var ino) 2 MES: 

Aesta cosr dimostroto che %r; Xen sono tre punt alli= 

pedi e paralleli all rese delle ascise 


5; noti che MA è la vetta taugente uT alla parabola. è 
parallela ad R8 sono diagonali di un paradielogramma 


anna perdo” r_$ medio fa HeQ ed è medio fra Hek 
} 


»Zangenti allo porabolo da unpunto © 
esterno bll parabole stessa 


«eg uazione celle relfe per Q È: Lea, = fangat 
rea sistema con l'. eguazione pa Rasa dial 


VA VIGILI 1% fel)ta a mx; mx - sa - {mar Ia):0 


x= belli 


_ Tm 
per (4>0 50 homno Le aseisse dei punti di interserione 


4° 060% ” è - 


d tamgenta.. 
A<o pos: hanno punti eomuni. 


a nor imteressa: 


Ax tal) - s(2m0x0) fata 4049 = 0 

G9= amrag è Vena mg 
foetano) 
[a00= 10: VTRCRE 


per Ao (e =Ia) & punto Q savobbe sulla parabola e siti 


cade nel caso pueedente ciò il punto @ dutto, tetta tauzente 
da esfermo andrebbe a coincide cet pumfo di tousente Ti 
6'29. della vetta taugente per Ant: 


|freorax mx | i RZ Zar — & | n 


4% 


Invece por Da 0 de punto & rimane <intemo all 
concaritg delimitata dalla parabola, e le radieò 
sono immaginorie. perche” da punti interni alla conca: 
Vita, parabola € impossibile fraccrore cette tangente. 
Fer Ax > 0, st homo fnolmente tadier veali. 

Sostituendo l'espressione dh faug(©) mell'eguazio: 
ne della vetta tamgente si bamno ue vette: 


Ceanehiamo per ciansunò di' esse i punto Tdi 
taugenza, a Tal fre facciamo sistema com l'e- 


quarione della parabola : CELA 


de gue È- [ERA 


0 ape ia 


rata [re] 


rene 

Croé: Kr = (Xa + VKè - 444, DI (abbiamo verificato che 
EN SS A A È 

4g” O come drevarmo imposte ), 


CE e ZE 
[ 3 BR - 4 * IRR, | 


= 
Kr 3 ee Vazzialà | Ike a+ Rs 


res Xe xi I, | Ir 4 - Ya - £8.\(ka 4h 
(#n-Ar)e 2 Fa]; (E rai LFIZZZT | 


La rr della eoda: TRE* fricn e2 385 


. Se fa coda 75 È 
. parodlela adx, @Q 
grace sulle I, e si 
ha la. cosfruzione gra 
fica della parabole 
per tangenti. 


Si pota che n Vv la 


Langente (ene) È nor 
male alla coda (om 3) 
e che qued'ultima e 


mn linita.. 


Caleoliamo primo l'equazione dellà normale . 


Le nermole ole parobola 


Supponiamo dl sekto, che la normole st 
tracciata dallo stesso punto T eve areramo 
eomsiderato /o tangente. (I! punte r è sulla pà 
ralola) l''eguazione sardi: (sr confronti na 


sped) Sag 


Cioe; 


gE -< xr / 


Fri Gana 
è meglio «esprimere tn Xr pershé ad ogni XT 
eorrispende un sol punto nella poro ho le mentre, ogni 
Y, corrisponde & due diversi punti’ sulla parabola. 


(Pratt) 

oppore : 
(4 Di mig era) 
IT] 


52 \ia)X 8a 4 
Gee le) 


fnelmen te semphi L'eondo obbiamo /eguazione 


della normole alla parabole ‘5 forma segmantaria 


X 
rca e a 
\ $a* Ga) 


anche questa espressione é appor lano seriverlò i 


formò modulaze . (ere 4 -*Aa) 


(Xhe) _ ,__(ike) _, 
e 0-4] 


Per similitudine ci 


triangoli potevamo 
deve: 
Ea 

KN= ia — ni Ta È 
da cu: = kN 
ON= fer + tfr) 
on - =) 
Avemo inoltre : DRION= 2:15; da cui: DA (Zi x) 
w- “lutedgz - Pref: 
e poche: 

ELSA &- 4A avra > pensi aa 

di Ter ri 
ove dividendo numera fore e denomimatne per Ba), 4 ha 4a 
fovma, medula sopra deritta. 


Datta: 

la coluzione quafica dello normale, ta un puote T 
della pardbola, visulta notero@mente facilitata SIC] 
fatti sulle ordinote basta riportare: (20 +5) per tro 
vare 11; (F1=@0+4). 


e picci SI della normale : 


Es Ele) bi stra] ua 


8) Consideriamo ocra un punto Qnm gulla 
parabola, € da G, re amo tracciare la normà 
le dalla parebola . S nota che mentre per la 
lawgente È dereva essere estermo alle para 
bela, per la notmate ® puo amche essere infets 
e èlla concovta parabolica Senza giacere sulla 
lmea parabola”. 

Ogni vela uscente da @ esfermo alla parabola 


puo incontrare /a parabola mn due purti, essere. 
lausente, em erterna cu mon inemtian La. 
parabola. Ogni vetta usconte da @ intemo alla 
coneavi la parsholica imeontra necessariamente 
la parabole; 2,9 tale relta mon e parollela 


all'ani dell porabola., /a incontra rn due punti; 

se € parallela, la incontra 1 un punto dolo. 
Rifacendosi dI coso generale, siano Teli 
due pumti 1a cui La normale su T (ro ata) 


alla parabola, < panaute pa a, Taglia la 


CULVA. Avremo: 
Ir Ia = ) 
Xr A 


S noti ehe , 1 generale : L4 FP CA 


possiamo derivere : 


eguarione ru cuù l'unica sneognifa € kr 
£ 
mXi - Ig = a +Z8 da cui: 


fa nim(Ie+ L)H7 — Xq "°| 
Non dbbiomo ancora trattato /e tguerioni di 3° grad, 


(vedi volume Z). per cu occorrerà bicorrere & 
qualehe axtifiero per uscirne. 

Comineamo esl considerare che , uma vetta 
normale alla porobola mel punto T, de non € 
lame, imeontra fa parabola du mr Glfro pento 
4j rogliamo cormelazionere Ti eT. A fat fine 


basta fer s15tema Ve /a. normale iu T è l'equazione 
della parabola : 


apo ld)= 2 


“i 8dy _ (3 = 
X+ Se X -— (8d +404)= le) 

CA I4oÈ o. 3 ; "È SA 
x A(&e)x (6a +8) = 0 

= 740 + \/ ot tx 
xs gi VERE +47 
XK 40° + seat +9a8Xt 4% 

Xr x 


Xr,5 Kr (#8- + 4) xe (see 4) 


una eguazione di #° grado che abbia per 


redie; LSA e Xr ne del Tipo: Ka =0 


eroi x (Arm) + far] = 0 


svati iendo : 
ia] 


Possràmo ora tornare of nostro problema. 

Blla corda TE , unione dei punti di tangenza delle rette 
uscenti. da Q, imponiamo di essere, » z, normale olla pa 
rabola, cioe poniamo : R=T) e ft. 

Mentre T, (com coordinate entrombe posihve varva. del 
centro 0ss;, ( vertice della parabola), èll'infinito Pes] 
(os ks], di nota che esiste un limite _dlle_coodì: 
pate di li ace corrisponde envaltore intermedio delle 
coordinate di T. 

derivando La: 


A ha: $ 
Ilia) — Cerant 8017 
1%) XE 


da ui: xt> 80 ; 


sostituendo: 
kia — (844887) +84) 
* ETA 


La retta taugente su T ava per eguazione : 


(4-24) _, 
(2842) x 


L'eguazione della retta taugente ma, hard: 


fBcendo Astfema : [ Ka al | { Y= -49 | 


Presentiamo 1 grafico di tal’ condizioni limite. Ma Vi 
sono alkre correlazioni fa le vette tangenti e le vette 
normali alla parobola. 
Sia Ty 4ulla parabola, i 
punto dal quale sù 


y L tracciamo le novmali; 


' 
rsa * esiate sempre una normale 


ji sele. fer I <a hi 


a 


' ha solo la movmale Te. 


VZZIZÌ figura sotfosfen 
St te è possibile vilevore 


che da un punto ester 
no alla parabole € pos 
A ; 

‘normali, una nel ramo 
dalla parte del punto a 
due nel ramo gpposto di 
parabola. . £ facile DI 
ene che gi angel 

* formati dalle fauger: 


È Sono uguali agli’ ango 


ir delle normal pet gli 


Afessi punti. 
; 


Resta con cio giustificato l'equazione di ferro 
grado, che immette tre radici, che possono essere, tx 
zeali, oppure uma sola reale è due immaginarie coniu 
gole. Quest'ultimo caso lo ebbiamo esaminato nel calco= 
lare il Limile delle cooxdinote di Ta. 

Quindi, mentre È passibile , con unà equazione 
di decondo grado, cateolare fe tangenti alta pa: 
rabola sed” dazi punto esterno , perche le 
Laugect sono solo due ; pe cateolare /e 
momal, alta parabola seice UNÒ Cgudie, 
ne di tex grado, perche le novmali sono: o Re, 
o ma sota teale. Poiche ruua eouarione di teso 

ado, guande ammette fre radier veali (coso 

inroluerhi 29), mon È più erdecesbrle neppure alla, 
estrazione di radici eubiche , ma si avvale  dlella 
tuigonometria. {e Ai tavole vi con fatto) per 
usoliete le rode; e nos Saspramo abe ,groficamen 
te, usande la visa cal compasso, men « possibile ei 
dobrere Je radie; eubiche (porche arnemmo essotto il 
problema di deb’ eroe fa diplicazione del eubo è fa 
Aire dell ‘angolo o )rrizano fa vsoluzione èlla 
braffazione delle radi& eubiche . (AE). 


Altro metodo grafico per costruire la 
pergbolà per punti 


L'equazione della parabola: 4=4.x% può 
serivensi:  Y= GI = ed amehe: (42) 5 =(x)(x} 
SI puo anche servere: e Gio 
n una parabola de oscisse cono medie. proporzionali. fa 
l eoerispondenti: ordinafe ed il modulo 40! . La 15) 


Consideriamo niziolmente fa relta ner l'ovigine de 
gli ass SG) | laid co 
fierente angolare. Si suppone dato il modulo 42. 
de 40° € un numeto 51 ha 
subito numericamente: 
I modulo grafico =d 
È arbitravo. !! 

Se il modulo 4a È dalò 
come segmento, col nodi 
modulo grafico =4 (he è 


un segmento, sappiamo 
costrure il segmento y) Per x51; via la parabola sia la 
tella hanno 4={ € possiamo, tracerati gli assi riportare 
dh ancisse segmenti x= 4a, x=d, L'odinota per xe4 5a 
e la vetta: y=>ff. Presa ca unagenerica ascissa X, ad (£,-4), 
unito g; dulla zeta com fti-1) è tracciata la parallela da 0, troviamo 


€" dali gedinata, 


(vedi fiquea] 3 


Lo pordbo/a come troettoria, in compo gra 
vitazionele di un corpo lamerato, con velo: 
eità iniziale 4, ditezione «. 


Ss; trascura l'sttito dell'aria. Sid cd / amgolo che 
lo direzione di lancio ferme con /orizzontale, gia* 
mo Tel punti a terra diparenza e di arrivo, 
Sipposti alla stessa quota. Sia g l'accelerazione oli 
gravita”, e La variabile tempo dat, a 4 
Scomponiamo il 
vettore (Velocita) VA 


agen fe in direzione 


73 A, mec compomenti: 
. sa î + + 

orizzontale: Hi= esa e verticoll U=Vsend. 

Se trascuriomo la vesistenzò dell aria, È resta invariato nel 


tempo, mentte È viene na via, edferuota dall'accelerozio 


ne digrovità 7 che e diretta verso tera. Dalla fisica 1icor. 
diamo che: |7T=% = i ma. La velocità in direzione verticà 
le è nulla, (u=o), nell'istante che A provetto cesso di salite ed ini 
zia d discendere , se indiehiamo com Um iL tempo impiegato 
da be per vaggiungere la massima quota (n) si ta:[tm-4] 
Lo stesso tempo impiega nella discesa, ed arriva a terra con 
retocitiî verticale: W=-7, ed cosontale: H=H (invariata), I 

tempo Impiegato da Ret È 3lm= 904 = |allegecd). Che 4 


tempo impiegato a percormere /a traettoria. 


Si pud colcolore fo massima oltezza,: h= ide 10 gl)de: 


= /ut #0”; ; SES 9; Ae = fttn - 196; 2 sostituendo 


errare E] 


SE cpue ‘coleolare Ja gittata : TT = #1, (3tm)= {Peesa}a Rua): 
du = 3444) 
JI fatto che ad ogni pento della traettoria sia obbinato 
un tempo, implica la. possibilita di seurerne Le cootdna: 
+ 
be parametriche. è Ke fade ; Er=Pt. 


Data la simmeteca. , conviene porse gl assi com logi: 


ne alla massima queta (ove U=d), l'asse x mella ciuzione 
della velocita: ed 4 diretto rexso il basso ;avveme: fer 
seo il Eeupo ud: Vai #38; ce hf 29. paremetriche 
2liminaudo & abbismo: 

#°= ()= * eil: |4= (gx 
classico equazione cli una parabola. 
Se avessimo scelto l'origine degli assi:(d, h) (Con A=TT)e de tene 
da ©'arcenmo: A-fut-33t] è 2-6] 


48] > [100- gl] e EA 
che È ffequazione di und parabola verso sl basso, negli assi 


We X- Se souiromna: lun h)-(\- E}U)-E +): «Quali; 
he Rea ARIE LE - RI. (tune) 


dl 


L ‘offlusso di Hus, a Jvello costante da 


nu orificio distante N dol bordo libero 


-Sr abbia un zeoprenfe ore il liquido contenuto è mon 


tenuto a livello eostante. (cist vetunte per istonta il liquido 


catrante uguaglia il buio reti) Ricordiamo ehe la velocità 
di userta di un liquido da un 
ovificio più basso di V dal 

* /vello del liguido € pari alla 


Livasto del liquido 


velocita” di un corpo coduto da 
I una atessa altera h i campo 


î) gravitazionale - h=gg# A 
ii VEE p) y=gl = pegh è (carl: Yelocilai diuseita, 


divetta orizzontalmente cioe: Kaffagk | 4x9, diamo nel caso 


precedente, al vertice dello parabota cio€ useudo gli shesi 
Simboli: (Galyo 4}, KW7= 4 ; 43 gi a i 49° Apt 
Pe 3a = da wi: [1528] 3 può scrivere: (fp =g:h| 
ubi la profondità 4 de) gelo libero , tiene il posto 
del modulo dello parabola. £ * impor tante “ 
levare che .se jl modulo "a' È dalo con un segmento 
definito, la configurazione della parabola nom 
Varia se, fremo restando il segmento O Ar vara 
« stpmbnto grafico =1 ek il modulo della 
<cd/a ge Lea. Bppeo, 


JI concetto di modulo nella parabola 


Pa ‘equazione al centro assi della parabola: 
dindendo / tqguaglionza persa diventa: (&) &Y 

ove:'0a" divento il medu& unità’ di' misurà grafica ; 
col lutte le parabole al cenko possono Cappre: 


afica: 240 Y prin 
seala Y fica, dem scola grofica: Sem hg 
fntntmi ion nr 


dle due persbole n figuro seno (e stessa !!! pa 
rabelo ,p scalo diversa. J/ tratto di parabola fè è 


‘ngrandito Chgue volte nel secondo disegno. Entrambe 
rispondono all'iniea equarine, allò quale possono rie 
dursi tulte le parabole,ccoe : *| 0 modulo 4a 


£ L'unità grafica. fer esempio : la parabola: f=25X" 


che possiamo Scrivere : bi eiot: as fo j ma se nom 


i; 
viene specificato 45 di cosa! Supponiamo dg di meteo allora. 
sazion. allora Le prima figura È iu scola 1:45, mente la 
Seconda figura È in seala 41:08 dll 4-25%* meu! 
Questo disenco vale ovnamente per la rappresentarione. di 


tutte le curve, individuando ©, ortumerti. il moclulo grafico. 


LS modulo grafico unitario di una curva quolsiasi 


Vate l'eguarione dh una curva qualsiasi: 4-f0) od 
amehe :f(4,X} 30} de riusciamo uf tirando, è parametro 
della funzione a servone ‘+ si fa) poncemo che 'u° è 
‘modulo grafico unitario freciamo qualche esempio: 
Sgh VM 1] + 1° modulo grofico dl cerohio 
4 = fr (re Sie Sh a= modulo dell'ellise 
Wwe cosh($) a= modub della catenaria 
A 


Sl noti che: X ed Y, mella Loro rappresentazio 
ne grafica, sono Lamgheze, anehe se nella esprese 
Stime: Y=f%) possono avere qualunque Aimensio 
ne fisica; mentre de ‘Gl' e dmodulo, amche & £ una 
Lunghezza percio: + ed £ come rapporto A Lumgher 
ze sono Mumeri puri privi di dimensioni, Foro vecowe 
vu ferie rA grandene dimensionali; per una 
cinetica: £ = +uv ui cssore serctta: (Vi). 
imebi f e & =) i 
mostro modulo Aventa :(3%4) : che Érene al posto di ha nek 
grodreo be è uma parobola La pabola 2 la stessa:y 
nà /e dimensioni debbono essere inferpretale. Usiamo il sistema di 
misure: Mk,S. ONG grad, 5 secondo F = Joule =ieutonfmmeheo]: mila 
E 
mr fe (tig): crvezonea con la: 


Fe Zu ameglio > guesto ‘inportantissimo coneetto, fagerono 


Un esempio pratico. 
Assumiamo come modulo grafico della nostra parabola 


SE E (Joule) un segmento Lungo gem. 


cio: PI -66) 


(moduio umitazio) 


Questa parabola rap: 


presenta /'energiò Ci 


: netiea el variare della 


v(mhu) velocita! per una massa 


1 ol i as 
i di 2h” feti tg =4) 
Consideriamo una velocità di' 45 me asplicata ad una mi 


sò di d%3 arca una energia cinetica di Gpl (Lele) 285 
Joule (come indicato nel grafico). 

Per una massa qualsiasi } s/ noti che nell'espressione 
k=(Wjl° oldiamo posto #1, quindi non volendo alterare 
la graduazione delle asersse s'ha che in ovdimate per md 
masso generica M dorcemo moltiplicare perle nerhea unita (f)-u 
ciDe alta steso velogti 45 amfiee por da mazza di un G:f> 4 
fe <f(885)= 4/25 (vale); per uno mossa di (0K7 u-(2)= 5 
Fe = 6(485)=M25(1oule}. fa pari vlouta). (Basta umo scalimetto) 
Negli scalimetri ordinari ;) nostro modulo di teu sonebbe uguale 
ad 1 mella scala 4:50m Fur hoppo, spesso, non specifrcamorm' (met) è 
se lo scolimeho fosse 1:50 f, (R=pici inglesi ans (fecsateim Quiihé 


{ Corneramo ancora sulle scale grafiche) 


leggete, 4, Le ggtaeme: 338, 


L'orso della perabole (riongole parsboheo] 


Consigleriamo il tuangole parabolico: CAB, 
sd 
dA=-4de= meda ; Ax fr h 3 
pot ala È. na 
tel AT 3] =(24 4) = |leS 
fermuta. di uso frequente. 
consideriamo su vellamngol di Lati a,b è quindi 
di area, Arab; dividiamoto cen ua diagonali reft;li. 
nea, ton una cliagonale parabolica } riser iamoti’ und parohda. 


cali: 


6 : N 7 
dle relative are sono evidenziate 1 figura. 


Consideriamo ora su trapezio parabolico, di basi 8 


S. atterza; WI tuto oblizuo è uu orco di parabola 


LI cl 


k= su Mi xe Lo (ep) po dm e Ci 
«A ah ATI 


CÈ px E At {6-Jerd leo] 


Sy puo onche scrivere: |A- 91% — gal e-- cui l'area del 


triangolo parabolico: ACB £: A? SReehia 
Virefsniona ] [A-gliro ab) (È ga “ii 


La rettificazione della parabola 


rmx” S be mx; dy -brx)dk 
ds'- dj di h ola =(/4mnx*+ 4 ) dk 


Quindi La Lun ghesa dell armo 


hè diparabla sark: 
T 
i ita 


che posiamo serivere: 44 )) fano ) dem) 


Ln integrale. del dipo per de = ffrza 2a ly) 
può risoasi cu var modi” per e. peo integrazione per porti 
s'ovdbe: fùdn = “Eù fee aggrcazondo è fogtialo sè 
el numerafore 0° ha : sferra + ARER vifdin e visetiuudo per sei 
turione:(t asa +3) vedi vetz. Su ha la risoluzione sopra indi'eata . 
oppire persone 
arcemo : VZZ da = ft afeubto) =  fcesb(t)e sn 
(tusolvendo per porti) < sulle) enkti — feb) <oh6) = 
fr drtt) = srub(iJesah} - Jen t-s]t 

fersbile) d'euch(1) = Ge tjrt de ew: 


4 ASTE dn) fenici) 


4 x, AL 1 Ttemx) (em Vemar + Au fem+ foga][. | 


e lmitaudo l'integrale fra 0 x. 


FARA] 
sostituendo: m te 

|a [ef 4 + delta) + (EEE i 
questa cipunine modulare cur permelte 40% lemndo X 
su funeine dii dl avere Ma ungheria du perctempio 
per ESA] ; 4= 20/5 + e U|3+V7] = a(5:9588) 
Se pewsiamo; 4 Xx} estesa da xo adkx4 asc; 42 441894. 


per [xe] A de 88 +al 
i tratto: A = a(8usr-2,23559) =. olb)a 


ses 


“a ì 4=0/(2,23559) 


porendo:(g8)=£ i cio x=44; annemo: 
& [EF] 
E a=4) i Î 42 (peg + belga 


elivaudo a quadrato La perte gole Logari mo di 
(por asi): | 4= 159 + ga] 1035: 57] | 


(dimensionalmante 
omogenea) 


| (rom omogemea) 


I raggi dj curvature della parabola. 


SJ mx? Di JF3MX 5 J"40m. ove: mega 
Pe VABIZENDA 
È 22m. 
VA 
E) Ro Cig |; 


4 
modufere: Ea =(4+(g8}}F | | Les(-4) 


perle =0) +(R=20). > (Raggio nel verhee della parehola) 
» (4=32) -R=%ka) (ove x= #23) 
Per tracciare axchi csculatori nei punti caratteristi, 


0; delle parabola, facciamo une fabellà di cont; fatti. 


Sapendo che +0 raggio 
x [9 | SS R di curvatura grace sulla 
È) o|0|ze - (Je normale alla eurva, e 


o |A | fRa-Gt950)a| che, quest'ultima è 


432 =(s0s0s)a perpendicolare alla 
3a jo % Bs a=(4,4/804)a tamgente ‘m quel pumto. 


205 |3a | f | /6@= ((6)a Rieordamdo che Ja 
4a |4a| 2 


colza =(urus)a taugente in un pento, 
alla parabola, taglia /e asersse in 4 di guel punte, 


È fece hraccuare unò serie di auhetti oseutatori. 


r ceptr di curvatura della porebola. 
l'evoluta della parabola 


Pbbriamo OZA zicavoto, (a forma parametrica k 
coordinate der centi d' curvatura, per una qualziosi. 
4° fx). esse vaporesentano / ‘eguazione parametrica dell'erhih, 

xa > fi 

fly 

de > fs + sli 

perte parabola direntamo: 
aiirogee aet - x(44- Gf) leon) 


Ya mt dal «x amet 41) = amet 344 
Tala] "È o 
= ama d n 
Rreanamo x baexf= (200 eberoridlo atte 3°. 
Fx = Gig da 4, qreala +20, 
arr gie palese 
Ti 
6 DI equa». dell'ovoluta 
1.= s(er ra ie farma esplicita. 
3 Cat 
moclulare : (E = e carni 


Grafico bell evoluta dello parobo la 


Dalle formule scritte, possiamo coleolare uma tabetto, 
al 
2ba 


Ke 


Ie= 


o a/r 


MILLA 


a <a | sa | <a | Fa |a 


bia 


2% 18)a| SA | 598, ia |3%42): 


Notiamo ehe l'evoluta (rogo der centri ci eurva 
Lora, non possa povere ordinate $<o perche x*>0. 
L'evotata della parabola presenta una cuspide 
pero; ge22 . La variabile: xÉ com esponente 
implica che pet xx>o La cuspide abbia tangenti vertical; 
mentre per Xe+ 90 anehe Y+ 0 ma cm tangente pri 


aontale [6% 


‘argluta dell'ellize} » 


Proprietà focali della porabola 


2) Data unò retta Longente elle parabola, 18 nor 


mole ad essa del punto comune con le ascisse, ins 

contra l'asse 4 mel fuoco. 

Infatti : VERSIZIO gi ya 
eecondamdo che la retta tam 


gente incontra l'asse x nel 
punto: sis; dallayt_ = ta (4) 
avremo: |A tra 


(vedi figura ) 


odaria 


Dicesi Poderia di ind curva f cispelto ad 
un punto O; Luogo dei piedi” delle normali trac» 
ciale dal punto ® alle tongenti di P (Per piedi si 
intendono è puoti ove le normali inegntrane le tangenti, 
cioe 4 vertiei vette.) 

Per la. proprietà sopra dimostcata, La podori 
d'una parabola, rispetto ol fuoco (vedi figura) È 
l'asse delle asessse . (retta tangente pel vertice) 

(Caù de de F si tira una perpencdreelare ad ua tangente 
gualsrasi, della, parabola, fa incontrevé sull ame x.) 


1) fer ciascun punto della  parobola la normale bisera, 
7A ‘angolo formato dalla pareliela all'asse per quel punto, 
e dalle congiungente / foco. 


Dobbiome dimostrare: 4=f 


G0-{)= (0-4) (oppostalvertice ut} 
fix =ial)= rio 
J triaugoli: Fow TE T semo 


Simili con Leppperto di' similitudine: o) = ET:F%; percio” anche 


A 
«1 bivamgolo FAT è simile e lougob:TFr 2% quindi FR «fo-) 


Fia =(10-) percio”: ele dimostreto: 


Questa propretà € notevole, perché se considlerismo specul 
te internamente Y poraboleide ottenuto fareendo ruota: 
te /a parabola, inforno al suo asse; ” taggi poralleti 

all'asse proveniea t'efall'esterno convergeranno inF. Semo sta 
by costuiti paraboloidi a specchi’ per fendere i metallo uti: 
lizzamdo raggi solari. Snvasamente una sorgente Lumi: 
bosa pel foco provetta a fascio la sua luce (come <© 

fari delle macchine) Paraboloid' sono anche utilizzati come 
onfeme di onde eletfeomagnetiche 7 eppure come concentrato 
eu di suoa, per indivicusre la pascsone di un ameo in Velo. 


o porabola come sezione di un piano con uncono 


S abbia un cono di apertura 
2%, e sia taeliato con uo pia 
no parallelo ad unò Qgenerotriee, 
di traccia 4B, dia 4% id vertice 
del cono, in p La proma generalri 
ce tagliata. Sia DATA =d La 
 distaura dal vertice. 
L'altora del eno h={+ Fica 
e consiferaudo variabile YB=4 
arco b-beg)eosa.; ed anehe 
EB =(4-d) eu; (per comodità € ribaltata figura La, 
guuibara del cono); R=A halo] = CATE ; BE =9E; ere 
ate de) Leglimei- fyofita = 4dg utt. 


#R= did ; Fp= > Fprwua= dat ; day = x 


2 


SA 
a 
Che € legriazione di' uma parabola di vertice Wi 


fuoco Fe modulo 4a. Si moti che 
Peusramo di fer ruotare La traccia del piano 
Intorno a 4, roisiamdo della porizione 7 La cui sezione, 
tun cerchio, lasciato il cerehio si hanno ellissi rreiners: lori) 
fine quaglia la pendenza, della generotrice è siha una parabda 


(ira (Apdare me uquagliare j pri l'perbole EregRaMew = sorpassare), 


La perabolo i coordinate polori. 


Sesfluendo, nell ‘equazione della carabola :4 = 
Y° fra8 i x3f 0000; di ha: fiale = fab 
esphtitamdo fs ha: 
aguaè. della parabola 
2) AE polari. 


s3 = 42 69.08) 
Y= 40 670) 


Una costruzione grafico delle parabola per 


coordinate Delon. 


| Tiacciati gi assi, 4 dise 


coordinate poromete;eh 


gui Ja rella VELLA (paral: 
Lila alle wolinete), quindi 


dall'ovigine ‘o 8) brace, 


fe 


n va un qualsiasi taggio imeli: 
a mato di È sulte cscise 2 
Lo Quo pearpeudicotone . kt vaggio inelinato di B rr 
confrera! cu K la velta: 4242, e l'ovdinata di K 
Send: 62)#9(0); da K siti; una parallela atte 
arisse, fire ad incontrare m # la perpendicolare al 
raggio, antemo: Of = #20 = Pe il amodulo ww polari 
che tiportato sul raggio inelinato di 9, dal iu Pr 
punto della parabola. Ga DA “1/. 


L'Iperbole 


A perich RA luogo geometrico der punti per 
quali la differenza delle distanze da due punti 
etti fuoch' € cotonte” 


Sono Fr ad E i fuoehi che prenderemo sull'ane 
x, simmetrier erspello ad 4. V'saramno due punti, 

}: pure sull'aue x, che ap: 
pantengono all'ipebole, 


> «indichiamol’ con Y e 


Va, pecessariamente sime 
metrici’ erspetto ad 4. In fatti, applicando la definizione 
dell ’perbole come biogo geometrico sia: 
F7-FU = cost FIT 
Indichiamo com 2a=V% ) e con f= FK = ÈK anteme : 
Fl, = FUSI = (Pera) = FL cioÈ: FI-M-I ff 
cioe La eodaute € sa cost 
Inarriduata fa contante = 22, eDE ceti Fedf e quindi 
Kek,si puo” cosfrure / iperbole per punti, prendendo DIA 
axco c' cevehio di centeo E è taggio: rea), quindi com 
Ceutco (n F, e raggio:(t,=t,-20) a trova uu puuto delle 
iperbole come punto comune ai due orehi. 


Consideziame un geneuco punto P, ove: EP -FP= za; 


EP=/(coegtg | FP Vee  sostitaendo, 
tsolamdo una radice ed elevondo a guadeafo si he: 
elle 225(2+6) JA, ARA ela”. 236p(aef) 24? da. sa)fredP 
Map(ar) ra? = da ea 
elevando di nuovo, a quadrato: 
xp (attra - 20x64) dd seta: - alette cy 
BEAT pietra 
xi (Fra) = d'(foro)f+ 4 
drvidendo pe: at[f+ra}f e portando. 
KE 
al Gap * 
poniamo: 8° saf+f - 
abbiamo l'equazione dell'iperbole . 
Vogliamo ora tiselieve P dalla:f+ s0f-6° abbiamo: 
A cat 
ma: (WE. d è ba diagonale lun vettengote 
f:(-2). Data l'analogia con lo Srmula aell'ellice, 
si pio costruire l'ellisse e l'iperbole sughi stessi poràme= 
le 0 €. SI noti che: de &-P}. 
Quindi Aisegnato dl veffamgolo ru cento ami simmetri: 
co ali lati 24 eb, resta da oAimostrare che /e velle 
sulle dingonoli ‘semo asintoti dell'iperbole. 


Gli asintoti olell'iperbole 


Laplie tando 4 si ha: [x°- a 


derrvando : 
SA 7a) 


dim (9) AE] è psi pf (FE 4) 


risolto. 970, avcemo che l'equazione degli asintote 


d = +4x 
È: = 2Éx 


che € leguazione delle relte passanti per fe disgonoli 


del nostro rellangole. 


L'equazione dell iperbole in coordinate poleri 


Dalla: SELMA 


a 4 


sfere - fiuto al- db 


1 eb 
[e Vicate ti 


equazione dell ‘iperbole 2h coordinate polari esplicitata def 


AM ) Aeu'B 


ds 
f 2° To) 
de forme dr equazione, salvo il segno, sono andloghe a 


quelle dell'ellisse. 
4'(1-sub0) - ct reto = al > (Lea)auat8 =(b°- se) 
posto: d=va'+8 gi ha: 
sed) = vara equazioni in coorolinate, 


polari dell'iperbole vi 
cg= rali solte vispetto @ funsio 


ni delloagomento 6 
ban9)=8/ FEE RE 


. 


- 
Peri 


Le derivate nell iperbole 


Sep oniamo di volere che sia definito il punto mm 
cuò deriviamo. <a « Je , pet o doppio sez 
gro della radice, fornisce due valori; quindi la de 
rivala ocowe deriverlà nella ferma: 

£ 
&_9 
ore il segno della derrveta dipende dai segni di x 
è di Ji IDE dalle coodinote che definiscono il punto. 
in uv su deriva. 


2 noti la ferma: 


essa È yolide per 4 


I 
punti : (x); (49), pero” È Impossibile distinguerti. 


£ ‘opportuno ehe /e espressioni olgebriche siono poste 
1h forme non eguirocakili 


Calcolamo la derivata secomda 


porche: (VERE = Q4); y'- 


I segno della derivata secondo dipende selo del segno 
olella 4. (Ei ha concauihî verso il basso per 4)0, viceversa POS 599 
Pero € valida per due valori di x di segno opposto. !4"- a do 


non vselce.Llimdeferminazione, del segno della x. > 


igudzioni delle tangenti all iperbole 


1) Se È noto il punto di tangenza TE (%r,Yr) 


si ha: 


(4-5) db Lr 
(X-Xr) = 4/3 a xa 


allo scopo dr evitare la radice poniomo: 


dvremo: 


[g= [00%] [5 481] 


equazione 1h ferme esplieità della Zangente iwT all iperbole. 


Ck), i 


I) Guy: GT] ee 


er quanto il secondo membro € le verifico che: (3-4 #) 
ed essendo T sull'iperbole , l'equarione diventa: 


ESECRZII ferma segmentaria 
4 = Cole È forma esplicita 


(Wspressione AT 
I° fi | Cole, dato dt degpio 


degno della radice rende amb quo decibera quale velle 
e quella ese cr interessa come taugente 


<) e il punto noto @=(xg; da), per i quale si hac 
ejano /e tangenti ell'iperbole, È esterno dla cana, 
delta, cer l'arcysso del punto dy tangenta di ha: 
IrSe _uy 4 _X 
dro > I © è pie 
+47 - Sa) = Mena 


sa 5 
i Lat -(& pri") = - XeXkr 
eta, ‘ Ieri a 
KeX} +0' - 2alkexr = LE (xi Ya 


= * . 
(3a de xÈ — 2XaXr +04 +4)=0 


Per Ja realta” di Xr oleve essere: fe) (4) Lt. 
Se foua e-- 4 , 51 amehbe xr=Xa , cioe il punto 
esterno Qué arcinato all iperbole faut dle sornappormsi. 
se (Le) (&>A < pento @ sarebbe netto aparco oleltmmitato 
da su tomo dell'iperbole e PAVARZA simposi bile Posi pas= 
Sane tangenti all'iperbole 9 


Moto Xp sr sorhluise e L'eguarime della taugente di 


venta: 


e io forma segmentaria.: 


LA 
Tr 5/47 
formule gia note nel ea 9). 


£sempro numerico 
Slamo: @=2,%5 ; b= 2,05} per eni d3 Val = s,84253. 
Kg 6:50) Yq=492 | fee) è ; {fax 24 } 
{a 4536 = A 
i NI 


= -3,40181 3 X4= =11, 0558} 


Ino affare as? 
DI 


43E \2 412908 > n= 3,66951 


equazione dll vet faut 
» tt] PI n det: Y=(435053)x — 3191046 


L eguazione della normale dl iperbole. 


Ne punto T, l'eguazione della normale: 
Sb) [4 
È kr /° ( CA } | 


che per l'iperdole , m fanzine della sola Gr) cliventa: 


Vi i Ò LA a 
(x) © Cb kr 


pero” volendo elimimare /e radiati: 


Li dle) 


XK 


che in forma esplierta diventa: 


1-9) 


È Ù i 
Si puo setivere : 


+ (#3) «+! 
eroe du ferma sSegmentaria : (po &+5)=d*) 


= equazione della normeole 
1 ‘n forma segmentaria. 


Costruzione grafica 
Si traccia 4=d; sufr; FR, sido 


VER ip EN 
(kr da) (Id) — 


dA si trova D da 2, la parallela 
ad 4 gino aSh,; GA, hove. I, «d 
N ove NT £ La novmale su T, 


L'iperbole tracciata con segno continuo. 


Slono A eol'E 4 fhochy c€/! ‘perbole da dr 
degnòre è ala da La distanza fr-ò 7 due ver 
e/, (avremo : fe #ÉE-20) i b= (Ft), sla 0 

0 ceufio ari. Si prenda an rego abbastan 
i za lungo e se ne fisa 
l'estremo ru h, 

modo che possa tuo 


tane intormo ad F.. 


Si segni sul regoto 
4 punto @ tale che, 
la distauva fha=ea. 5) preuda su flo Lungo 
quamle Lau regolo da ® all'alho eshemok yi ino uu 
caso su tale erteuo; è l'atto coso iu Fi con ba 
matita si fiene it fto asuente aL regelo che sifa 
ruotare infamo ad £ La mata fiuccorg uranio di 
pherbote.. Se invece fissiamo il regolo in Fr fraccere= 
no il tamo d'ipeboti da bando opposta 

IS fineionamento è ovo: Ae PE dl duuto i 


eu di uu ento stante srtrova la matita dor % 
serve: EP-FP=20. Me EP= fQ+@P = 2a+FP, csndo 
HP= RF perché & RE > becagherza del filo & stato tetto FF 
(Si noti che i) bordo del vegeto Faglia E) 


raga; di curvatura dell ‘«perbole 
STINSY, 22)} 
A= br gP_ lr sa)" _ -(&-08) + 4) : 
I” Gra (aL) ” 


% 
R= “lata + xe) Ra (at - xd) 
71 eb 


DA 
R=- (09° +6) È 
© PIT] 


per: (x=a) > raggio nel vertice = R, = el, =|0 FA 


LS mocluto 6 È medio proporzionale È, 3 modulo "8 cd 
al taggio di curvatura nel vertice: 


YRGE 4 bx 


A S/ risultato algebrico ‘mplicà la, 
da ri cortiuzione grofica a frameo. 


Pnehe per l'iperbole Llordineta del fioco Pari zag9g,o 
di curvatura nel vertice Infatti: E dire be , 


essendo: dp elat4 0) avremo è VELA CAZA 


È asso; ARI? la variazione di R al varia 


be di 2 «fatti b ch. 4 ld ai)rxd*- 
dh. 23 sit, /xasbba' ove o x=d 2 ha 


dr 


7 i pagt x |A dla = - = 34 
EE 23 (8). 


pa liverdole equiladera (E) = LI isa). 


eentri di curvatura dell iperbole. 


Arcordiamo che le coordinofe der centi di curva 


tra del grafie di' und fenzione Se fl) Semo: 


calcoliamo : Led. per l'iperbole: 
cf par l'per 


Si ga 1 tl 


conviene la ferma Ù 


LI 
DAL | Y" ab 
a a'4° 


4 ° (1 Lp d)- (C4zpa Apa 
le cs 
da cu: 
%= -(- 1-43) (7-1 «Lf #9) 
d--$(855}| [te- sE È /y VE | 
rex (ptt dii vent) 


reef areali). feed) fe= La} 


i (da) (*a)= [ea] Di 


da eu: 


(8ety) = (GA) (ye finti 


Erolutd dell ‘per bole 
(Luogo der centri di curvatura ) 


Sosti tuendo nell'eguarione olel) ‘perbole © vole 
di ae 4° IZ) funzione di xe ed de, 4 ha: 


Fatte” ]*- « 


n 7% in ferma 
(ox) _ & Ye) = RE ta, 
e l'eguarione dell'evotuta dell'ipevbote 


esplrei tando da 4 i 
im forma 


} 
, 4 
Be A 4 (ax - d') erplreita, 
le L 


vel au che | E =) 
Ie = (ex -4*]* 


wetare ehe il taggio oli eurvatura dell'perbole 
Pa novmdlerle'sjperb ola tangente all'evoluta. 


L Iperbole come. intersezione di un piano con un cono 


sia, 20 l'angolo di apertura 
del cono, sia Fi-sa € 
segmento di traccia del pia. 
no di sezione, ehe rimane ester, 
no al gono, 3/9 ff l'amgolo 
di inclinazione dell'asse del 
cono sul piano ci sezione. 
—S; assume fa traccia, del 
prano di sezione come em 
de, cn otgine md, punto me 
dio fa Tet. Sia ‘y' norma. 
le ada, nel piamo di seuone 


(bl disegno l'asse y di proietta ino). Assunta una assissa ge 


neriea : +2 = DR, 


; -2=0%,, Con [apri ; eboltando 


le sezioni vette del cono (cachi di raggio R. ,Ra), individuiamo 


Le {che dimostreremo essere uguel' fra bro]. 


Fosssimo servere : 
da. 2013) -fang (w) = (C+ ta) 
= (e -ta) 


209 den(p) 


- fi } 
(vedi figura! 


Perero' si noti che quolungue siano bh, ed h,, purche’ tn 


dizanti distanze do/ vertice Vi sezioni eguidistonti da 


O, arcemo che dl punto medio è determinato de Aha. he 


se da questa soltrasamo i, anemo: de che dr F 


mai bus 3 br zha Vai poiche : Ri h taug(s) » zh tl) 


avremo che : “na pas ua RE, a 4040) | 


[ASL (45%) fuso) = (0r)taug(0) -|cenph o | 


Sommondo e softroendo le due equazioni abbiamo: 
Di x c01f8 tal) + a Ae ft 
A= x 036 fa. - a uf 


i acopho + as f 


la = PEEREA - ate f 


ER = R°-4 
usi =RI-Î sostituendo: &,= &gueraeupt 
RIO] 
(aenp. tu +x sp) = (sco hw + edi Ù 4 
DI 1068 0 —rdenf) = (x eapho — qu) to) bi 
ove svrluppemdo | guadati e semphficande 7 Aappi piodlolli sguofi 
ar fp +r'auip = iui + Xcost fps - 4 


0° cata flo + App = Rada + rep fi -% 


/Z (aguaghanza dlefle due espressioni ohimostrà : 
pet: 


n (er io - sui) j°= ciccio mig) 


dividendo per anse p). : 
xÈ 9° S% 
Ca CaZ5A Ru ai) 


possiamo derrvere : 


x I nad 
. doni 
ai al fenicziut) 


posto : 


bo at det ss _) 
{co 
abbiamo: nt 4 4 


Lguazione dell'perbole 0/ centro. 


è 
Cerchiamo ora di individuore ;/ segmento b 
1 a È 
abcosp.hwo = (tt 
P4 a 


cat 3 = (35) 


£ € medio proporsi onale fe zed :|t:b=bia 
4 = PE (e figure) 
Porete': CA = #6) È co. angolare degli asimfote , 
arremo che : CZ cappe - qu | 


Si noti ebe 3 mon puo essete maggiore di w 
perehe” artenmo radier rimmaginarie L 
per: VERI, si ha una parabola 
prR homno ellissi. 


Quanolo pi&sbo faua @]=4.; &- 45°) 
CA asintoti sono ortogonaly fra loxo, è 
cow + su w - 48 


defi = fan'wW- cow 


Per: w > 45° 4, bamno radie; reali; 


e /'iperbole si dice egulafera 


per: 


W 290 —— A=9P o ssa in um ) 


‘piono ” 


l'equazione dell iperbole ad ossi trasleti 


Se x. ed 4, sono le coordinate del cento asi cui 
37 biferisee l'eguarione canomica; avtemo: 
lan) a(3-4]= ab 
sv lubpondo: 
8 - dg - alagx + 14) + Ba df-at zo | 
dirdendo per 6: 
ate age affi [e - tt deo 


Quzt > Qu UO CLI rn 


moucd il termine iu xy, od: 3Qy=0 
Si notr ehe mentre nell'ellisse tn «d au hanno lo stesso segno 


nell ‘perbole fanno segni opposti . 


Lguozione ell ‘perdole eguilofera ad 


fusi. trasloti 


[ x 9° ax - s4)y +4 = | 


Fguazione che differisce da quelle del cerchio perché 
x coelterenti dr x* ed Y° per essendo uguali, hearmo 
segno opposto . 


Lguazione dell iperbole ad ossi ruototi. 


Lx dif = ab 


L = Prank + Xewsd 


4, = fesa — Kqud 


sostituendo 
L'[Fiba + xt cotk + 2 ag amuacote) 
(Pea + Kona - 254 reunenz) = DR 


da cui: 
(fe ali) + (bruta - au); fe fr «e 


J eceffiaceoti possono ‘essere moltiplicoti per sue K arbiteaz 
rio, © possono cssumeve aspetti olrevsi, per esmuifrioi 


[renti -ey: + x (Evy A 


Zan du 


Manedne 1 perc dg «d a. 
de 


5i'netino è segni’ adiversi nell'eguarione elell'ellisse. 


Eguazione dell ‘iperbole eguilotera od 
dssi_ruotati. 


| {ent x® — K(co184)U%+ K(rmusxY Ko =0 ] 
può deriversi: 3) 


[ut 97 + e laugla)rt = sli" 


Las 


du Cra 2 Gy 


Pao’ sempre ridursi a questa, ferma, ore :to9e arch (2n) x 


Eguazione dell iperbole ad assi votati è traslati 


Dette x0,4 le coordinate del centro assi dell'equazione 
canonica, considerato che: &K-XofY-4]= XY -GX-KY +44, 
sostiluendo gli assi trasloti. nella formula degli assi uotati 
4 ha: 


[berta cbr) Frate adeotSy (E Qrued AYE 
Tei 
È rt te ex) - (Cuca creo) 4 +e 


È -((0- 8a} 4) K- (CI bdo (ta) x) HSE 
T +((Penta- ct) + Diatec) + (frate ab zo 
ecc] 


Consideriàmo | coefficienti dell'equazione completa. 


Qu [benda " atiut)i Ca 

ei ano 
0a, {A seatag] k_ —— ICEEDI si 6g ‘ fia) 
205 Pea dsentafora) a (atrrcte] o] 
2035 => (Panta tea 18) ((a+)senteafre][K 

Cm e (cose imis)iè (Livi -otenta) tab reulK -b] 


Dol sistemò : 


A vai 20 fa 20:20 + Ledda, | È - IC 4 


(2005) = Alto) + Qa (28) I Fiat Lg" 


posto: Chab)= ds ; Quso4 } Gus | 2003201; L'iguarine 
È ceicloltete tata. (che seppiomo nisolvere). si 


Eguazione dell ‘iperbole eguilatera ad assi 
ruotati e traslati 


| x af Y- feror ts) x ag rehega)yt (er Go 


L'Iperbole e quilatera 


ai Bre eguilotera enveste pertieolare ‘mporten, 
za 1 onolisi malematiea; È l'ondloga del cerchio, infetti 
accanto alla tuigonometria erccolare , ve; (come vedremo) la; 
trigonometria iperbolica . 

d'eguazione d/ cento e: 


Dall'equazione od assi 
20/0 wototi: 


costa? 4) + rstutfzy = a} 
per L= 48° ; 84390" 


si ha: 24430 

X di 
che È l'equazione dell’. 
iperbole eguilatera 


riferita cogli asintoli 
gi Reno = 
Ricordiamo anche /'e udzione 1h coordinate polari feta a 


Costruzione ara Écd dell'iper bole eaurlotera. 
f 


Consideriamo / equazione dell ‘perbole eguilatera ne 
la ferma : [es di; oppure :(x°- a'+F] sita la = 
sione di un triangolo rettangolo di cui è fisso un coreto. 
bell'equazione della circonferenza. eva fissa l'ipotenusa) 
I cateto fisso È ‘dj cio' implica una facile defermina: 
zime dei punti dell'ipebo& egulatera. Tracciamo una 
telta: 250 ; tutte le velte uscenti 
da ‘0°, anamno ‘cpotemuse È =x 
(tscinie dell'iperbole equitatera ) è 
shacchetammo l'atto caleto 7B,=4Y, 
[ordinate dell'iperbole equilate 
up sora «| La 


le vette uscenti de 0° fermano con le ascisse, aveemo: 
Vrix= af, 

da. 97048) 0 1] (oseclinete leocrdimate coowlimate parometuche 

i toa) “dell dell'iperbole equilatera ) 


ebidendo & = x cost = denso —- 
“eoselozione fra Je cosdinate dell'iperbole eguitatera» 
e Aiecome : CA Biba alreuo 
noe t'argomento delle coordinate polati 

1 noti che 0 mon puo cspre maggiore did cioe 
PLS” {engolo degl astotote). 


Lo derivata dell Iperbole eguilatera 


= Yx*- > AL SEA 
Sf Vea 4 
Co” implica che là normale in un punto olell’iperbole 
eguilatera imcont’ l'asse delle ascisse nel punto 


23. (Ascissà do, cppiò). Verivaudo aneora: 


pes 
$"= Vx>-& - Vara 
(x*-a*) 
"_ sala] CIR "_ - a 
bj Gi (x av)" L (£*- )% 


S . di curvatura 


eV 

K= (0 x° vis) fa 
ES 
+ ga) y 


nel venbice: i 


er lè costruzione grafica di R= fe LL 
za 


Larta corta turaugelo. 01% ore: Di=a;dîsf 
% unito FL è da 2 La mormade 23 ove Di= $ 
43% unito 73 da è La parollela 3 


PORRO EER 12 pier Ra. see 


L'Iperbole eguilefera riferita agh asiototi 


Pbbiamo gia” cicavata la fermule, viferendo l'per 
bote eguilatera ad assi ruotah: di 45 Considera 
mo eva la formula geoerrca : ore 
f € uno eortanfe. Questa «espressione È importonti 
sima, 1h molte appliazioni  serentifiche ; per erespio 


la legge di Boyle [pesca] che rappresenta k 


isoterme èlle variabili pressione”; Volume” La legge 
di Chm : ove ogni pperbole eguilotera ss 
ferree ad uma certa tensione cortante, nelle variabili 
besistenza" e ‘intensità di corrente” eee. 

Una particolare applicazione dell'iperbole eg là 
tera € quella di misurare dree rettaugrtarò, 


Disegnafe inunò certa scala, 


sesta 4: 200 


sv corta trasparente , und serie 
dr perboli equilatere, sonepe 
ponendo queste 1perbol, per 


sempro ad una plonimetria, e 


possrbile vedere le came. ole vani. 


(Md disegno si misura il vamo d'ougelo che cisutta. oli 15 mg) 
Serve /n particolare per indivicluare rami eccedenti o 
carenti misure aneonate . (pa ul vano ult” dll 


Neri a seconda ke categorie va (352! pe BH) a). 


L'area dell iperbole 


Consroleriamo l'iperbole ol centro assi: qek porti 
Y 


aeif(@7) da 


gel ferri 08 


pesto (je cosh() ; t> argeosh(£)- dulte )* VER. | 
d&) = deo + qll. 
A= ad fr) de 
VIRA e È] 


(= gh fit Lal ST, 
| 4° sele 41) | 


A, nen È reale per x < 


fer X.,=Q A=0 
pe x= ak ; A= sly - Gli] = 26648 ab 
ni de Pi 


adj ZIA suab dp 
de@gl= SEA a = (4) poiche. 


ft) I er(aa); ene 
3° fla| E 


Guorra / ‘per bole sie equilafera: 


A°-S poveri - tft i]] 


A &-f4R21] 


A- plule #8] 


Qua lora l'perbole eguilatera sa tiferifa 
fr dsimtoti : 
agl 


As KlwlZ 
Mr K= 4, 
AR 


Se pertarme Xx3MBE d XX i A= LU|3E] 
che è l'area fia C'arimteto è l'orco di iperhote 
a parti dal ventice 9% segmenti perpendreotori 
edliascntelo PIO DI 


I glometri consu gati dell'iperbole 


Abbiamo visto è diametri coniugati dell'ellisse 
Premesso ehe L'ellisse e /iperbole sono dette ce 
prehe centrali (ommetteno un centro dy simmetria), 


la parabola È unò cono nm centrale. 

|) La retta che brseca le code di una conieà 
tal detta diametto coniugàto dla, ela poro 
lela colle corde bisecote e passante per il cento 

9 Tutti i diametri coniugati PARTE, bia centre. 
ponano pe il cenhe 

E, Lutti i diametri di une parabola sono pazolleli alles 
dQ. 


Consjderiomo /a sezione eonica ehe da le, 
9° ell iperbole ; > possono fracerote infimiti 
piani parollel che serronano il e0n0; però, 
Ve ne sara uno solo ehe porallelo di passa anche pe 


dl vertiee del emo. Questo piamo fagha il cono 
P DA 


secondo ole rette che sono gli asintoti comuni 


a, lulfe le Liperboli ottenute dalle sezioni. dello steso 


cono, con piani sd esso porolleli. Le equazioni degli 
asintoti : grrdx . sono condizionate dal rapporto: 
bI rariaze del ropporto : 45 4 A hamo iperboli 
acuto uggle , eguuilotere oftusangole; a seconda 


ehe gl asimtoti formino 4m angolo acuto, veto, od ot 
tuso nel campo delle Hmee iperboli. Cipé gli asiate 
bi dividono lo spavo piano 7) guaîfio parli nm 
due ogposti vi sono le curve pexboh che tagliano 
È semiani & > € nov lagliauo & semiani 6 quamdo 
la gormulae £ raga Se serivenrmo La 
formula: -£ +É-4;1 rami iverbole occu 
perebbeto le nba ba porti oli spario, se vue 
È acutangota 14 attra € ofusangola, DEZZA 


due. iperboli sono delle coniugate. 


Consideriamo © punti tret dell'iperbole: x» i: 4 
ed | punti 2, «ds, della sua coniugate: 4 did. 
Jsegmenti di taugente in guasti puohi, (mtercalate 
fra gl ‘asintoh, fermano 4 pasollelagramma: nas, 

Le rette” FT eA 45 seno diametri coniugati 


Quindi se consioleramo una sola sperbole , «n olametro 


che tagli l'iperbole, L suo contugoto nom la taglia. 
ÌI para leloaremmo che ha è Loki sui due asinfoti 


€ sil pars/lele od ess; condotte dla un sunto Qualun. 


gue dell'iberbole, fa area cotamte. 


Se indichiamo con 6, ed 6, è bati 
sE sa) del per blelo grano ancemo: 
4 = ab) seny ji spa f+4)cosy 
de 4)tg - (fe) 
ed eseado bt #y P den 
Acuuplificamdo : 
ab 26h - GUesg 


smi 6 Slan + (RR- 7] è 


/'aquarione a ad vu obligui (agli acintoti) 


‘abe € del tipo: (44- cet] 


moltipl eoudo per(au8y) ni ha: Ah rag osg 5 
Dt 


eotaute : [A= Lipary = Gb 


$)L'entamte l'area el fyaugolo che ha per ob 


4 segment stacco, ‘sugli ostafeti da una tangen 
fe aualsiasi AL peo, ed segmento di bau 
3 
fra ente poneltel, alla dinzonali del prrilbbsrazmmo: A MECni 


I feorena di Apollonio Fergeo. 


I due feoremi ora mostrati sono /a fase pela 
dimostrazione dei' seguenti Lecremi delf di fpollonio. 
4 L'area del parollelegramme che ha per diagonali 


due diametri coniugati di due ipezboli coniugote È 
eotaute . ; D 

DI L'anza. del parallelo grammo che la per mediome 
due Aametri coniugati di du pperbeli coniugale è 
cotante . 

3)da differenza des quadrati delle lunghezze di 
olue denti coniugati oi du jperboli coniugate È é 


costante . 


Se fe L sono due semidiametri coniugi 


aviumo : 


LS taglia / ‘iperbole, uu coordinate polari 


ef * LI a 
si ba, Var RL 


n ae 1 a 
Fi 4 _ abc ni pesi IRRITANTI 
‘ANCO ig a abete Llrig state beo 
a 


L'en'8-dun'8 


doti due diametri conugoti di due 
sperbol coniugate ttovare gli ossi, 


gi) asmboti LA alsegnòre le dle iperboli: 
S/ono AR e CD 
4 due diametri co 
niugati che st incon 
trono nel punto me 
dio 0. fe A e 


per 8 traccramo 


le perollele a Di; 
per C e per D fraccramo le parallele ad AB. 
Queste paralele (tangenti EZA perboli im 4,8,6,9) 
formano un parallelo grammo: 55,5% ; le diagonali 
oli questo porolelogromme semo gli asimtoti 55, 
DS, , 05,,05,. Le bisettrici degl asintt sono le 
direzioni degli assi. Poichè € cofoute l'area 
dei Luangoti fe dui osintoti ed una qualiasi Ton: 
gente all'iperbote, (ra 24. 505, Az 05-08 40m ep); 
porche Eimame costamte L'angolo fe 3/ asintete 
&eg) aremo che A= d'inuler) , ot d € medio 3 
metrico fia DE ed Ds Kiportato Si sw E im); semicer, 
ché di diametro: 33, da ‘° la. novmale DB ; ove TD=d, 444 


asinfohi si ha <£ relfaugolo: s2,eb. 


I Circoli direttori dell'iperbole bal ellisse) 


Sono detti cireoli direttori (per l'ellisse è liperbo 
leJicerchi aventi e jo pari ol asse prin: 


cipose | "20’ e pet centro uno dei fuochi . 
L'onevza’ € quiché dello ane traverso, mente 
8 È detto one nntraeso; rd tatvotta È delte 
asse focale ’ mel senso che contiene 1 fuochi. 
41) Luogo dei punti simmetrie [eguaicistonti) 


di un foco (A ono disse od una iperbole) 


vpetto lle taugenti € il eitcolo plrettore 


7 


che ha per centro l'altro fuoco 


Y PRA l'eflisse: essendo:k5:2 
e Tf=T3, essendo TW poral 
CA 
ig 


x lelo ad È3; 15" cdl È, 
(SF 


sono simmeteje ersp etto 
è 


ad H (sii alla taugenti). 


+) Per /iperbole 1 Ja olimo: 
sfrazime è analoga } essendo: 
ÈS=20; ST=ET è porche; 


di a ipa 
SFit= 6TM ; 15 ed FE sno 


simmetrie; eispelto ad 
H (cè rispetto alla lan: 
gente} (FE parallelo 4, TR) 


, 
Lo podarca dell iperbole fa All'ellize) 


Lo podara di un foco k'und conica cen 
E dl 


frate (Miss ° ‘perbole} È 40 e;tcolo che ha per 
diometto l'asse prrme;pole, e per centro sl 


centro assi . 


Ja figura: r> punti di tangenza; F* fuochi; P= predi dalle normali 
èfle tamgenti È dai fuochi. 

La dimostrazione puo farai cercando A buo 
9° geometrico der punti M del precedente feorema. 
Unito 0cony, essendo &D = 07 (vedi precedere fgera) 
5H risueta parallelo al $$ ed OM= 4E8, ma 
ÈS =42 per eu OH = =r0gg910 del cerehio di cente 
CA pedoria dlell'iperbole £ dell''ellisse. 


Proprietà focali dell iperbole 


Come per l'ellisse, le prinespali proprieta” focali ole 
/ iperbole sono gia stote trottete. 

4 & differenza delle stonze dei fuoebi do un 
generico pun toT" dell iperbole È pori alle disten 
za dei vertici dei due rami dell'iperbole stessa (30). 

(definizione oli’ jperbote come Luogo geometriso) 

0 pormole e /a Zangente in un punto "TT" 


dell'inerbole sono le Bisettrier degl ongoli 
fermati dei taggi col: ET_ ed ET. 
)d'perbole (» /eMlisse) è i (luogo der pan: 


bi. equi distanti da un fuoco e dal corrispn 
dente e;sceolo direttore. 


4)} prodotto delle distanze dei | fuochi di 


sind conica centrole È costante e vale È 


(questa proprieta” È stota. dimostrata per l'e/frsse). 
/ fine di une nsrone completa delle 
carafferistche dell'iperbele Si fe una figura 


complete ole errcoli direttori ,, del eitcote 
podaria der fuochi, e si mostrà , tracciando 
una SPIE e /e normal ad essa pia fuochi, 
ole coraferistiche di teli peli 


Cokehomo utilizzando il simbolismo 1 figura. 
FF = fs ES4ST = #0+57 = (284) 


na {cessi focali) 


&T = f = ST = RT-SE =(f-28) 
£ = xFÈr è f = FF; (argomenti focoh) 
Si; 8) i (ecordinote polory) 
&r; .) (coordinate cortesione) 


VIA (distonzo ffe iverbiai = 9sse prinepale) 

DFE -0F - d= Vb = fstanza focale )= ,° 

C } = (ente di corvatura ner vestire: ) 

4 ;f = (ped delle notmal dar fioehi alle fongente) 
RE 


Ta figura sono Onche disegnati i cieco direttori di centri 
Fi; e Eaggio sa. 
(par definizione di'perbole come luogo geometri) 


percio” ST=FT ore: ES = 2a è ed implica che dl Coani 
gelo: SITF_ Ara jsoscele; ma essendo F3,=32 = caggio 
del circolo diveltore , ouche il tuamgole: ETS, 4 isorele. 


Calcolame FO 

G 
4 = 44 tf —L_ 
ed) 5/t, * FE i ASA fr+ $ Ù 


dj= Dell. (fe. (Pu LE 
sg - Fr ; 0Af) (a ri 


TA Meli 1 


Doll equazione della tangente Soppiamo: &=xPr) ; 
[rica] [4]: ew 
dell: eguazione della normale seppiamo: (px) 
pa xfe]. { OI = 44] ; [Es --($£ | 


per il teoremd dei seni : sab = = need 


den (= (Pez) | senli)={f-r) ina, 
Leor) 1. /f-R)- = 
Fern)= (fase) ; (FR) > face 


LV 


Pala] ada 


Se E MESI +DR RE  NPe) 
= + (fa +) 
FNTERD efferati ;|f- 6-8) 


fer (+) an a 

R Xr (fer) Xr 

SF SR) a © a 
[seu (4) = (ate); [si = cre) | 


Con ato vesta. dimortiato che di = bl.) è 
quindi: AA: Sé Il friaugolo isoscele : ,r.F 
ba la taugente TH, come mediana, atteza, 
e biseltice; [Eri H6 = Saeu);] [FA= Ta) 
En <A Grali) | [TR Reosto] 
A ha auche : |E+4)= £ p &-}={ | 
da del 


L'augole che la tetto, taugente iu um punto T_del 


liperbotà forma con le oscisse, € La mecia degli 


augol ehe , raggi ? focal odi quel parto, Srmdz 


La trigonometria iperbolica 


Sia: |xt-y'= a l iperbole eguilatera 


uferita agli assi oxY, e sia il verkice VV ove 


XKy5® ; Y=0.; Cipe: DV = a . L'ascissa generica 
dM=x corrisponda alle ordinate: DE UL -$= MP. 

Consideriamo il friangole iperbo- 
lieo: OPVP'O, e poniamo l'area: 
Amro E W®| (area £rotteggia 
ta. mn frgura) , artemo: 


Acero 


ALS a 


ove "u" È indipendente dlal modulo 
grafico, odl'ara del Éecamgolo soscele OPP' sari 


a 
L'area del segmento iperbolice : Ae si - Lu kt4| 
fera gia” calcolato nel poragrafe "area dell'iperbole) È 
per cui : “ere, A= REM La xd] 
X+4 
di = Lul na | 
DA e 


posto ci (e)= cosk(u) = Lie. } vedi frigono: 


cmetria. comple. 
5a ohi Euléro 


Relazioni di Trigonometria Iperbolica 


Dalla formula dell ‘berbole obbiamo : 
&-& +] 
per cu: n 5 
ceok'(4) - senh'(4] =1 


Puesta relazione pitagorica fondamentale é / Onaloga 
di' ded + CA= 4 della teigonometria ertcolare. 


Aevh (wu, tg 
dn « tb (E) 


dla relazione pifagoricà È 
(coh') -1)= col) tanklu) 


Cost) = radice 
1-tamk' 4 


Aeukfu) = bank (4) 
Vi tank 


Lank(u) pa 


4 -taukif = coth(u)-Lank(u) 
ug Ge) | gr ga 

sky cohtgo CGA] (07) 
|deuh (24 = 240uh(u) cosk(u)| (duplicazione) 


colty sud = (Eg] (TM) (830) 
[cos (eu) = cob'iygziruh') [fpieno) 


semk(u) cola) = 


ieuheu) 9 Aguh(ulcosh(u) eresie) colla) fsb) 


i i) LEI 
|fudey- = Dì 3 Can 5) 


Formule di bisezione : 


Dadi 2acub(u)) - Atahlu)= | cesbfe 1 


a 4) > e00h(4)= poki 


lamh(8} = = = colli. 
ton 4 Et stra | 


Famh (u} 


{ tank(gj= cottty {Ceti | 


Formule gf somma € Softrezione: 


(uplicosione) 


cos (t)= 


per Cet: 


del 


deh (u+e) = £ el > 2300" nette” 


= eee 4 (6 (15€) 


fotti eseguendo SET 
er si Past VELA falsi 


et té ee è 4 e Let 


ma UW qu 
+e -6 


analogamente le altre. 
Mentre n tugonometua circolare £ segni ci 404{x=}) sono 


disco, 1 tugmomettia iperbolica sono tafti eomeordì 


senh (uev)= seub(u)evk(v) + coskfurech() Î 


[eo (uts) = coh(u) ev (v) È sh) t2ak()] 


lauh(u) + famh(v) 
4% bau tawh() 


IT 


| bash (wav) 


deuhu+v) Aeuh(u-v) = subitu) costi) — cosliiuh(r) 
= deb) pbiy sai str) - - sig) 
[ecuhfunfpuh(u-+) = se = aeuh(u)- subi) = co.) - -coko) | 
cotk(unfeokfu) = Acubl + ulivi = cortìg + coke 


formule dnologhe a guelle del Werner : 


2seubtgcorbt) = Ituk (us) + qeuh (u-V) 
+ coup iecbl) = reche (un) = guch(u-1) 
2 co esthly)= co (unt coh(u-1) 
£ deubli pui = Cork. u) — cos (u-4) 


“Za queste and/cgamente alla trironomeheia. e/ecelare 


LD frass 


formule conf ogh e di prostoferesi 


denk(4) + semh(v) = 2 4enk( 

seh (u) — seuk(i) = 2 cosh ( 

cosh (4) + cosh(vì -2 cosh { 44*)eosh{ 424) 
( 


cos (a) — cohvi = 2 seu 30) hr 


Le funzioni iperboliche inverse 


Mentre nelle funzioni asveotazi /'verso di: Med = k 
dl scrive : og = arcien(n} € si 2099 :"loneo il cui seno 
€K" intendendo per anco” L'arco di raggio unitario 
che soffende /'angelo & civ: Xradiamti; Invece /a 
lugonomettea. iperbolica usa rimproprismente il 
lermime "becigonomenia” perero' L'imreaso di 
Atuh( 4) =K Ad derive: Y= argseuh( x) e SI Legge 
£ argomento il cui seno iper bolieo È K'. Corî per 
le abtre funzroni: 


deh (u)= x = «se did, lele 4 


21° 


n 
iS) 


eguarione di & grade : 
e°= XIVK*+1 
la = argaub(x) a Aux +VX+4 Il 
41° usa soto il segno(+}al radicale perché essendo: [REI YX 


cd segno -} anemmo € logaritmo d'un numero negativo ehe 


noresisher 


3 vale di X puo assumere tutti 7 valo da 
- 0 2 + ce cdl. deuh(4) vare de - 0 a +00. 


conside amo ota: 


colu)= Xda eui:t 
VALI ang (x) = VATE xi aa 


questa volte: VR < X per cui davamti 
DI, radicale € possibile D24 doppio segno (*):» 
pero X mon puo attumere vatori negdl, 


mer IZ anvmere volo mino di d, pet cu 
CO (1) varca da +1 a +00. 
per Lanh(u}=x ove: X= DI da eu: 
ed. e) +4+4) joe: (x4+4) 


xe bali i PA 
4 = ang fasch(x)= 4 la ri Î 
7) questo coro La variazione A<CXKK1, cioe 


L valori di tauhlu) sono compresi fa Le +1: 


per colliox x3 EL 1 00]4ed 
Le = srgeothix)= 40/8 


In questo caro < valori di coth (4) ranno da-® 


2-1 bor saltano a +4 e vauno a +00. 


Riportiamo , grafie; delle Fenzini sperboli ehe: 


ur 


Relazioni fra le funzioni circolari e e qperdoliche 


Dalle formule di £ulero: 
der (4) =(efte*) È senh{u}= (eta e) 
cos(u) = (1640%) ; cosh{u)= (2016) 
abbiamo: _ 
| costu)+ i seufu)= e È lado e“ | 
erqu) = cita) = € |; [comfu)-cuh(a= €] 


senk (iu) = vsew(4) , | Senk(u) = — Ls (iu) 
cos (cu) = c04(4) ; | cosk(u)= costiu) 


Lank.(u}= eee 


ese 


Log (e) = fs 
{fauh (i) = i tag) |; |tauht) - -i taug(io] 
[[ sed. e69] - (costa) + conteffeost) — LaCut) = 4 | 
er e-]_« (co) + sac )Y cake) - nabl9) = 1 | 


«S noti ehe / aagomento va Lergonometzio crtcolate è 
0745) augolo (che figura essere / immaginario del) È sat 
gomento della tugonomecia | rpergolieà Na sfera 
mo sele all! brmule di Falero.). Ha, (e) è sur pe 


rotore capoce di ruotare dell'augolo “u” espelle 
plla direrione Indamentale (che fal volta ah: 


tiamo chiamato, poco proprromente ,), asse rale), cid 
la ‘variazone di direzione” € 0 CA dale) 
Pui occorre mfrodurre unò Litensiohe d/ Cometa 
direrione’”. Mentre nelle quantita strettamente nu 
meviche 51 ha uma sola direrione positiva © 
megativa a seconda che fa Seguentà Numerica. 
sia crescente © gberescente ; pe/ piano geometrico 
si hanno cnfinile alrercone che, spetto ad uma. 
glrercone fendamentele passono essere definite 
£ quontificoh) dale' operatore 254 Come si de 
d/ concetto di guortti VIZITAZA esprimibile con 
ua segmento (3spetto al n crbrteazio segmento cmiteria) 
0 007) ce numero, S1' aggiunge sl cone di quortt.. 
ta amgelare piaua, esprimibile | cm um piano arbitra: 
uo sispelto ad una direzione orbitiaria con wu augdo 
geomebuzo & Inffenione dell'asgolo 9°) con L'operatore: € 
esseudo “% «qualsiasi, per limitamdosi’ ad cu auge 
lo ne/ piane, 281 puo esprimere anche « numero ne 
ro di gi e Faria. (4 È ua numero reato). 
Se estendiamo campo al Leidimensionale” st 


ha euesa, ua direrione Londamentele_ an 


comune «di infiniti prani dello apario Teidimenz 
«sionole , uno dei quali puo essere assunto Comp 
fendamentek . da ruotazione dec piani interno 
ala diverione prrnespat È daueca que angole. 
piero misurabile su piani Pi cui tal dirersone. 
primespale è La vette di giacitura 3 


Poiché L'arione del ruotare. rmplica un asse 


di votazione , porehe' nello spazio geometrico 
tridimensionale /e relle amgetarmenti rindie 
derdenti 7 (CIÈ che hauno l'una sull'ala proiero, 
ne nule0) como tre, fra loro ortogonoli, assume 
temo Tali tele IX, 9%) (Gut cartesiani ertegonoli) 
4 

anche come asi di rotazione. Avtamo che 
leali” ari 51 aufogenetano : 4 =X-€°) z=ye' 
Xe ze”. Sostituendo: Xe ete'e“x ) perio: crfHk=o 
da cui: isg=-K jeee. Questa relazione er Arce che 


‘te operator di rotazione non sono indipeu 


denti, ma nello spazio terdimensionele geme 
lrieo bastano due eu dl per define ori 
direzione uspelo a due direzioni arbitearie 


fe loxo Piegoneli ed as di eolarine, - 


(Bonalmente pessimo ai eslrer fopografie 
co/ leodotite . (( arimutahi 00€ mor senitale cm averticole) 


Come si vede , da queste brev osservozioni, "L 
(cosflresente immaginarie), infrodotto per tisotvere 
una tadice (Sd), ipesistente nel compo der numeri 
real, assume l'aspetto (polto resle) di 26 etotore 
ne/ campo delle quantita angolari, ed È quindi: 
‘molto meno “immaginario” di guanto sv possò smmaginàre’, 
Hentre en numero ceole "n° tmplica una quantita’ nu 
mericà vispelto aa una unita” qualificata e la 
quolificazione numerica non necessita di ulteriori pre: 
cisazioni. € quella che si dice: quontite scalore” 

/ operatore e, ed 1 suoi dnologhi D “esi Iimpliceno 
quantita eg gperozioni' sulla ‘diverione” e sulle va? 
siazioni angolari elezione! Pa ua po di pi di 
quelle che s1 dicono grondene vettoriali”, rnfedti 
/a variazione amgolere puo essere erferita all ‘ani 
ba di tempo, 24 in dal seuso si famno fe frequeni 
ed il coneetta di' lperrodo” come + tempo di'un ciclo. 
Me/ IL votume vedremo come la densit&" definita 


come /a Inassa” dell'unità’ di Lolume* equiralzà 
al prodolfo dii due Freguenze. Vedremo anehe 
una pre precizà Corre/oebme fre le finzioni 
erteolori e /e funzioni pperbeliche , ove qua ceb = 


biamo Spperà accennato all'anertura del problema . 


La Guoermanniana 


Consideriamo l'espressione 3 


e le forme egurvelente: 


odanche: | Celi +1048)) 


(co1(9,) sus (01)) 
IR numeratore e denomina tore per fem qb 
Adi ha: _ Cos) _ se motbipliehiamo pa 
LA) ‘ 


[APE PTAE 
e 271 2. 


ci: [Foa (g ef) FE Siino 


e (GE) opiuendo: 


porché : la) = Gi 


018 -(1-ne48) Ul-1ub} + c038 


L tres (1748)= base) zenb , ce002 foga) 


che poterauo &itenersi Aolle de 4u8 > CIR 
Cache Fu 
pet somma, © differuza di numeratori € denomimateri 
(vedi elz- leguciralenza ci alue frazioni) 
poerromo: 
[= Le] 9068] = Lafael 61] 
e. pessiamo sostrlacizre in questa, espressione 


Aut le ferme equeratenti di ((%+%).. 


Scrcunamola nello forma: 


ESITATEZZZA 


sidice: 19 gla Qudermanniana oli se” 


€ 41 stimboleggia : [9=9#09] 


gd (x) = a(arety (e)- %) 


goli= sasch (23) sx 


tediamo pra come /a gudermanniana cors 


relazione /e Senzioni iperbolhche xe /e Éinzioni 


elecotargy : olalle  €%. £; 3 lg o ital 


Abs» DA si 
4+t%5)= e sh cato e 
x LEA - 
la 9= se d e 
Ah (x) 
analogamente Ai Dr 
seulfx} = f4(0) 
fauhbx) = Îeu(0) 


coak(x} = Uh #e(8) 


eve” 


abbiamo visto: taub{t)a Fecha rr 


percio 6 


[tanka Lele» lt) | 


eee (01 (0-6). le AL 
ren” (4 1) (Ae i(et A) 


g*4) ped 
0941 e [et1] 


de (0-40): [laud (isli) = i tanh(x) | 


= noti come ‘£" operò sull'argomento è sulla funvio 


EA n della gudermanniana. 
= d (940) dx = de ehe) -p)dx 


= Lage dx )a 
(44 @® 


de _1 


dx dek(x) 


«Si pot come /6 è 8= gh) riu a comeere 


le grandezze angolare delle funzioni” E1reotare 
74 e è . 
co gli argomenti delle Lunzioni specpolche 
dina avvatasi del'iimmaginàro. 
4 badermeonn=-chramaef'ongol 8 - Longiludinaleokl diX 


Le coordinate parametriche dell iperbole 


Avvolendosi delle finzioni sperboliehe «i ha: 


Foa enhiu) ecerdinofe pera: 
4» b senk(4) tnetriele alell iper. 
dele. 
Jnfotti : x = ec lu) A £ = 2nh (u) 


53 ® . 
CS SEE oh (u) - sub) 
a 4 

le eguazioni varametriche , avvalendosi della 


gudermanniana possono senversi: 
| X= a /co(8) 
4» b ta(0) 


4 : }- = ta |; 
ed essendo: (X}= 4 = d+t9 i 


j “ tini) - DI Bo; 


sottraendo . £ E Asl = 4 


ove: l'ongele 6 = gd(a)! 


Le coordipole colori e poromeltiche 
dello porobola arrolendosi delle finzioni 


sperbolehe, dalla; f: salgo = fsastublfcnlt) 
ei : equazione im an della parabola 
dalla x=42 CIONNDE stato si ha: ni | prata Leb) peremehihe 


Problema inverso sulle coniche 


‘Dato un qualsiasi polinomio di secondo 

grado, jin due voriobil, determinare l'egrà 
zione cononica della conica e la posizione 
degli &ssi a cui sy uferisce # 


Un polinomi completo di è° grade puo ssriversi: 
74 


Î Qu X° + 2019 X5 + da f + 20 X 130034 +4y 0 | 


£ appresenfa l'equazione generale delle eomiehe. 


Dos coefficienti * Qu} &0gj Gui dRg} 20; An non VIA 
ti nulli) rappresentano È voleri numerrer noti dele 


l'equazione da esamimare 


Ai dl primespio di inversione degli indiei : ay = Qi ; 
abbiamo: 

cin = ( Coeffierente di x*} 

Ag = Qy = (£ coeffierente di x9): (CA) 

Qua > (coefficiente di x) 

Us > Ag “4 coefficiente della x}: 229) 

@3 3 Gg, è 1£ eoefficrenfe della g) ; (28m) 

Qg3 > é Valore numerico noto} 


Notiomo subito che l'equazione generale delle co» 
niche ,uguagliatà azero, non muta se vene molhiph = 
cata per un qualsiasi +K axbitrorio. Poreio” 
eveff'cienti di und dato equazione pessono essere sta 
ti moltiplicati pece n numero $K (8 na tneegnite), tele da 
felsore I s1gnifiesto der coefficienti stessi. 7attovia ,Ax 
di unè dala equazione , possiimo stabilire che un certo 
coefficiente 5 de 65. Oy poppare Gy, pure %) è certomente 
maggiore o minbore di zero, mentre nell'equazione 
figura di segno opporto, ih questi casi © opportune molti 
plicore l'intera eguasione pe (-1), +1 modo che + segni 
der coslliestnbi corrispeneano al loro significoto. 

(em ero” abbiamo teso l'elenteate ko). 
cal confronto delle equazioni cate con quelle delle 
tuspettive coniche © al cento, ad ass 'solo woteli, 0 
Lola traslati, ad assi ruotabi etporlati , ehe Sbbrimo 
gra Ledvate, e, eonsentira di define la conica 
nella sua veale posizione ed risuoi parametu; e, volendo 
7 puo’ trovare auche iL valore dell'eventuale EK). 
Nel brodtare le coniche abbiamo gia pentualizato 
Come /iasenza © la presenza di certi cockferente 


pae dare informazioni prezine. Comunque troffere= 
PIA groblema inverso . 


Le equazioni cononiche e gli ‘ossi dl ‘riferimen to 


PA eguazione cononica è l'eguazione ol centro di an 

sistema d'assi, ricavato come luogo geometrico di 

punti che soffostanno è soddisfano und determmnota 

Legge. 
Fer l'ellisse 

‘Luogo de punti per 1 quali la somma delle distanze da due punti 

detti fuochi e cortante.” 


: n 
si ebbe / ‘equazione : (canonica) 


Attenzione : 


abbiamo assunto / asse x come asse focole. e cio’ 


implica che &>b, mon solo, mò che, se fuochi 


giacciono sulla 4 (poiche / asse 4 è /osse x ruotato 


di Ig ved. 50) l'eguarione canmica trmone le stesso cn 


l'anvertenza di specificare » Tam vuotati di Yg° 

Obi na tguarzine del tipo: x Po4 22 Dal re 
l'equazione camoniza | ma È l'equazione dell'ellisse: 

Sa] ruotato di Tg. Infelli cio, € sole 1 caso 
F particotar di assi ruotati ove X= w 
Intendiamo per x /'amgolo che lane feole dell'Asse 


la Lormato eol semrasse positivo delle ascisse x, 29 


anche l'arugolo anfivazio deseertto dagl' assi 


do conica può essere al centro assi (Eguozione conica) , puo 
essere riferita ad assi solo traslati, o soloruotati, 0 vuotati e 
trasloti . — Îiporfiamo sd esempio l'ellisse e gli ossi cu' si 


! . 4 
viferisee / equazione cenoneà. — 


GI assi di riferimento 


equazioni 


PACI dell'equarione dala con ellisce 


% ol centro (£+£-) Canonica) 


assi solo tresleti : (& si £ e 4) 


fx e. 4- 4) Ii 
Lr Ci Hre ux- Asd) AB de; di ro 


QaX" + An" + 2AgX +0009f +0 = Ò 


assi solo ruoteti . (& FR D) 
LI EE_—_ 2° 
l'equarione date pus presentarsi ; 


assi ruototi e trasfeti: Da + de) 
\ 


L'equazione data: flxy)=o 
e #n genere l'intero polimomio di 4° 
grado. 


fwertenza: 


Fer offenere | ‘equazione di unà conica del assi zuotati e tras: 


lati occorre prima fpre la ruotazione della conica al centro ,e 


poi fare la traslazione. Se infendessimo di ruotare l spplicandh 
VA note formal] uno comica viferita ad assi fraslati (Ci06 se face 
simo prima la traslazione e poi la motazione) avverrebbe che la tue, 


bagione non si verifrchevebbe intorno agh'assi al centro della coni 
ca, ma intorno agli assi trasloti cui è viferta l'eguorione ; pe 
cuì, vuolevebbe amehe il cente della conica e quindi risulterehe 
bero variate Je covedinete del centro c. 


Chiaztiamo con un esempio. Ellisse: a=3;b+2; ruotato di 30%; 
Lraslato Xe=45; 4,343. equazione comomice : ERE, ) 
cdl assi.solo trostati : 4-frs(1)-s=0 + 


od assi solo ruotati : mu=j; cosweri Qi*pebe4h; tubi teg, 


d0u-(- SL); anse + [312° +31" 105x440 +0-M6 20 | 
ed'assi vuotati e troglati 21(x-s)"+ only) Bk (43) UO 
9 K°-210x + 319-464 = 10f3 (X4 -54-X +18) H4 +53543f9 
T0 = 2000434 gi 1065(19) è oli fi popo] 
Seopplitassimo le formule: {7% eni all'aquarione 93 cai 
traslati aycemmo: 4(%+568l+ Is] - do(4r usage pa) e so 
are es)xy +38 P+put- dg —Lo}y —GoB]x - 3758-44 PX + 145 20 
Rue +31 43 105 x4 sfioe-8005)x_— (80+10818)4+580=0 | 
cu formule è le rispettive 


Confrontiamo ora le 


zappresentazioni grafiche ‘n scala ti2cm. (em 95=unità) 


AWGY enolieh:dmo con ko, I, gli ass ue 


SI erferisee l'equazione canonea 


A xo 
o) 
bj 
Tx 
iui i > fai 
Ka ai 

i 

- ; : ak 

Classi selo trastat) x 0Î\. (assi prima traslati @ 

NV pel rwotati) 


Ji i Ato 
- ni 
el cc se 
(assi prima vuotati * 
(&5 solo ruotati) e poi trasloti) 
Le tissellive PEPEZIEZIE 
È 
x IO Ae x Ser = guar. tononicà 


a+! =*(3 3 
x z var. ad assi solo tralate 
4X3+ 34° 40x 544 +445=0 ] rà [ecs ppi 


six 319° —fol&}ky _-444=0 | eguar. &d assi’ solo vuotati KB) 
— pd assi wotati 
21084319*4A(9B8]xg + f1o5-105)x +2/25/5- 8) Y+(00-1603)= 0 | < ieaslati 


ERE GRZ SII REI A 
4 


E° bene aser presente che se unà figura pramò vuota, 
mamtenendesi nello stesso piano, informo sel un punto Ri 
tutti i punti della “figura, esclusoP, traslano; mentre 
lutti è segmenti dellà figura , euotano cell sfesso 4099 
b 4 troslauo est pumti che 4 compongono. Cro' implica 
che gl'asi possono essere 1 Solo ruotati”, mo le 
figure ad essi eiferite 20 ff fanno anche Lraslazioni. 
la figura ehe trasla (assi solo traslat;) horn È ollet' 
fa da ruofarione ein prima de depo la braslavione 
sa uspelto agli asi ovigrnari, sia vispelto agli assi solo 
bastati, + suoi segmenti 2, mantengono paralleli. 
L'ellusse viferito prima ad assi traslati e po ad 
assi vuotali e’ aveva portato all'eguarione: 


21x43 4 2(ATNY + At -doi)x +8(40-s4)y +580 =0 


che dilerisce da ll'eguozine ad assi ruototi e froslato 


«solo ner coefficienti i Bg | Bag) PR. 
L'equazione generale dell'elisse ad assi ruotati e trastati 


PE 23 (arts leo) = 94-44 
Ap =(A'eoa + basta) = Jh+4k> 
I O) = 6-9)}F > = JE 


Shrz 2(xc0n + Se da) =a(74+3 (90) (15-15) 
s0gse (mr AQ) 2aSE +50) ( 7336) 
Qg = fee Qa +00 +42 Èb) fegergan eh) sui). {601 


Se moltipliehiamo per 4 offeniamo 1 cogftizienti dellà nostra 
epuemone ad assi ruotati e traslato. 

Calcotvamo ora le nuore coordinate del 
centro dell'ellisse traslato di xX.=5; 43 


: e successivamente eiferito ad ori ruotali. 
fa (où; mes #; i cats i Lila Lia (ccucenp can) 
ife 6109) — 
ME n) 
Calcotiamo + cosfficienti dell'equazione 
4 dy3> —-Uke Qu + 4, 0: fe g)r + SIC: ina (50/3 +/08) 
20953 =2(4502+%00a)= VEE +309)4 «E8-INEN] (22410815) 
da 6a PIE BD 9] 
ass +(e41- — USS +403+ 46/5 -iz0 -H5fò 4)» (42) 
Riforma /' equazione oflerufa pe rotazione di oss di 
dun ellisse nn al centro, eve 9IA trastoto . 

Poiché, dato un polinomio di &* grado 10 due vorià 
bili, dobbiamo Érorare /0 poszione degli assi X0,1o 
aventi i © il centro € Erspelfo su guoli'! ‘ellisse 
da l'eguarione cammin; È eibente che i doti 
della traslazione Ke 4 Y er'nifericono al 
ceufio dell''ellize e non pesco essere mualert 
nua fesione dell''augolo di votazione. Cio’ grutif 


cor olor posfear vertenza Pa 


L4 individuazione delle coniche 


Data und equazione del tipo: 
[Gut + ay ataky stan +20,4 +0y=0 | 
olol determinante: (che gio conosesomo) 


Qu Qu ds D+ (conica degenere) 
RS 


Qu Qu dg |> = 
Qu Gn Da #0+(conica non degenere) 


e dal minore: 
Qu d 
Az = H abbiamo: 


La, Qu 


so _, (coppia di vette conver -genti immaginarie coniugale) 


20% are) 
=0+Ag > o-+(eohpia di vette paralleld Ira —.0, (coinciclenti) 
Vos (iamaginnrà 


<o+(coppià dirette reali e distimte) 


» 


A else 
SRI (immaginario 
30 (caso ellittico) MAMIT na allo) 


#0+ An nOafro parabolico] (Para bo a 


iperbole 

i, Aeaio perboli) i L perbole)»(: a,td=da(| a) 

Afenzione! Porche è confficinti Qi; posiono eune rnasimali o frascencenti, 
i ico: (Ag 0) (nei computer program, AxJ<t 


Occorre inoltre ovvertire che, prima di passore 
ale'ondlisi’. der singoli casi: (Ellittico porabo, 


fico, erbolieo), € necessorio gssere sicuri dei 
pertanto sia che 41 procedo algebrica 


mente con coleoli “a mano”, 


computer , il determinante A deve essere coleolo: 
du due modi distinti: 


I modo (Sewrus) n da dg 
Ga dn Qg 
Qu dd 


I moofo ( sviluppo di‘ minori] 
Qn A 
Pa a = Ag (ae) - (@n du) = (Cuan- oi) 


sid che si programmi in 


3A (tn An + Ann das + Gn ddt 
4 (rasa A > A Qa5Az7- Aa Ag 49) 


Da da 
sal Az = (2 %3)-(2s eu) 
an % 
# a = Ai = (an) (230) 


eroà | È = Ax Q3 — AxaQ3, + 4,45 | 
Se fa diBarenzo: | fl -A|> 10 cid della precisione prefisiota 


occore spragere coleol' ad un maggior numero Ar eifre deimeli, 


dpecie se trallazi del caso parabolico, ove Ax può risulta, 


re piccolissimo ed in feti € zero 0 nitevensa puo risulta: 


re zero e) imrece € un caso ellifico cun caso perbolizo. 


N coso ellittico 


(Asa > 0); (Ann <0) ; (Aan<0). (Ellisse teale) 


L' cime puo presentarsi : 
equad On PL 7, i 


dk + nf + Qyg=0 ellisse dl centro (An> Qu) 
(Bn<Qu)(cotato di ) 


Au XK + Am” + 203K + oso ellisse traslato qull'age x 


COEARI da + 20,54 Qz330 | ellisse traslato sull Gise 4 
Quk*+ An j"+203x 440335 +033=0 ellisse dd osi traslati 
QuX°+ anf"+ 20,,X4 +033=0 | ellisse ruotato fed centro asi) 


LX" + an 9 "+ 200X4 +205X +03=0 |eljsse ruotato e fral: 


QAR 


E Ulisse ruotato e tras 
Qu K°4 Qanf+ 20nX + 20,34 +033=0 | fab n4. 


Gen K°+ Alf "+ L0nAY +203X +20nfray=0 | allise od asi 
vuololi e traslati 

Sc noti ehe /a presenza clei coeffrerenti implica: 

40 (x) che l'ellizse È ad cessi ruotati 

24 ) che l'etlbisse e trasfofo rn x 


2 003 (4). AE L'ellisse £ Lrasloto 0 4 n 


Ellisse dl centro 


ti è 
Piensi cigende 


alla eguavnE. [ Kar+ KÉg- K44 =0 | 


Che sia un ellisse è gia stato oecertato , si noti che : 
Qa3<D è di segno opposto ad a, ed Qua e tualmente 
si puo moltiplicare per €41) per avere Ag < o) 
peli OI Kad di. # Semiasse dell'ellisse = /37 = 4, 
> semasse dell ellisse 
Qua HAI 


ETNA dh = 4) » gemiasse dell'ellissesfsà = 4, 


Ada 


Vlei uh = % = costante moltiplicativa [osbibeazio]) 


“ ra a 
=; considera ‘ae focale” e si indica con la lette = 


va 0 10 moggioe fas, ed S, 
ga 4,52; 4,=b ellisse al cento: Lala 

Id 54% >» cerchio al centro di raggio R-4,=4 

<i> 4a; 4,=b ellisse aleenteo ruotato di 
My, d'equarime camonica € ameota ali 
cut enusponde Bird age ma l'equazione 
da e50Mimare era: karo by katb= 0, ovlia!- di 
quindi de: (E < 0) beguazione 6 dun Aliise al entro 
cm as focale sull'onz x (come nei considerino £'egua 


Zibne camoniza). de(&u 83) Lana focale È sulle 4 (puote 4 E). 


Lilisse dd assi solo traslato (x) 


) . z 
deguazione : [ QnX+n4 +42 X +Ag = O | corrisponde 


o/la eguoeione: 
[aan ertg% fnete]x +(x(6r-29]0 | 
ed è adassi solo trateti mx se: [75], de invece 
S4> 5 che implica. An} da Vate focali € iu ditwone 4, 
ee l'ellisse È ruotato di T. Nov considerrommeo d 


Auuieni 0.>h; con &= am Locale putt'asse delle x. 


Se An 5An C''ame focale € votato di % sovrapponendosi 
olla 4, e pere la traslazione dova! owenire dose fa 
totouone, centro dell'ellisse sardi sull'asse x, Agia 
l'asse focate soci perpendicolare alle x. 


La, re - Xe = _Q4uUSS® olel centro ellisse. 
Qu KS TIT 


dalla KIX -K4T= a3È Ou(zta)-0s = O) 


di ha: 
(iafata, (sia). AS fs Feeds dl 
MH 1 I K dì L'dline 


(&h/e1 8) K % 4° È ri i, 
—‘a i = 4° E =4,= (semiasse dell'ellim 
a Sg de lnine bllll) 
detto “n= ane focole +] maggiore , fra 4 ed4,je È 
L'atito one avremo L'eguazione canonica: Rf 4 


defi>sfo ary +40): o}{aue z e) 
se (4) 4) +4 Ar @x)-ello o] (ese foealez(x=x0) > 


E Nisse od assi sole traslati fn 4) 


74 % 
l'eguazione data : laux*+ au9 20,9 + Azz zo 


corrisponde alla: Lestat ns) 4 fest xo 


ondlogamente d/ caso precedente: 


Les, I Ke = 4 = 21 inata del centro ellisse 
dn © SI È 


ARI = KE An duff an >|K4f> SI 


Gifan}2m _ dii. ASS silice dla 


CA fan) Ars L44% tg = diametro dlell'elline 
s hi 4/4 = gemiarameti cell 
An KA 4 ve 


pesto: @ «(ane focale) il maggiore fra 4/ ed ‘4 l'equa 


zione canonica dell'ellisse € PSERSETE {4 - atho me) 


de: [434] d'eguarione dard: sce ay eg) ur ababzo 


e /'ane foeele sore /a vela: S=4, |elive nen ruotato. 


de: 
“o de l'eguazione 424 : \RX OREDIATET +(b4- bo 
l'ade fecale dara sulle 4 e [oflisse € vuofoto di Val. 


Schemo_de' cosi trottati: 


E/lisse od assi traslati (in % ed iny) 


L ‘eguazione data : [an Of" 2059X +20 Y + A = 0 | 


corrisponda alla: 


= X 
Fia - S 


4434? = (ente) auf) ds) = (GA) + (Lafam) = on) 


| (05 /an)+ (Gifan)- On) _ cf nane dell Ilie 


Qt 
(ai /a, +(anfan) 0a) 4° (it = seminue dell'llisse 


Qua 


AGR RASE ARA AV Hi spo] 


‘i | La: «| coordinate oleleentro ellisse 


pasto @ far frate) .] maggiore } fa ded. / ‘egua, 
zione Camonica dlell'eflisse et: Sa 34; = ha se) 
dA] e aquarine 5 PFASI A 
L'asse fecole € sutta vella : 4=4, .(/eltise nenè ruotote) 

‘ me È:|Ary dr fobia. 
de [ApSa[ l'equazione è | fd ly Mbk 5) 0 | 
llasse focale € sulla vetta x=X (Pellice È ruotato di Yad) 


Gli schemi der due cost: 


£itisse al centro ad ossi solo ruotati 


L ‘eguozione data: [a xi Quf'+ 2A XY +Q3=0 | 


corrisponde alla: (ridurre 4,40) 


| Kfaesen'4+ boot) xa Matcola been a)" + x (ba Jtenb]X 4 -xal-0 | 


lant am) = (a+ 6) (oranilo udite entde1) 
(C2) - Qu) z Ka blcosfeg (aaendo eos td ce109) 
420; — A63A) peul) — 5 5 
Ti A | le) (- Ea) 
strofe" 0a) = (00) «(ortn) fio 
K (-&+B)=-|(@u-an +(20n)* 


sommando e sottraendo alta: Bat du) = K (a+ 6) 41 ha; 


aka = +da)t fera) ea) 


, 


[set farna)- RENE] 


di ti. dv 203 

aa Vari 

VETTA co Cat) 7 Vea] 
“aka: 

I anety (see _}_- (Gr eat 

z hi (Gu - Am) 044 )+ 46:29:70) 


fer comprendere come £ possibile superare l'ombizuita 


der segni’ della radice, 0 /a scelta slell'amgole dda arch, - 


a 
Liportiamo uno tavota di conti fot per um ellisse: 3* 44 


che per a=0 ha l'asse ficole sull'asse X e ruota amtisrorio, 


da 
arremo :|(4-a)= 16]; [ay = 225 7 [xd] 
F x 
6 $) 
Sy| funzioni engoleri | È 
Sì i NOTE 
Sg|A [fede [cosa [senpa]] Qu 
tar Z| 
zelo |0{4|0|3 o 
n v o LD 
u0130) % |34 | KE | 43 È Nera: 
nastasti y | n EZIO 
RIA ssi 
1660 EI “ 6 21 3° è 5 
ajois0 la |o0|0 |25 ‘5 
n 9 d 
300420 43 |21 8 
A|h 48 ìw 8 3 
I v SS 
sstasì 4 | 4 |-a | |1 ti ì : 
3301450) 4 {3 4 13|2 va HI 3 
seololo | 14|0|9|25|0 Di ) $ 


porche’: (@u-Qu) e co&4) sono di Aegno spporto ,4 ovo 
prodotto = Kfo':)}cosg)=- Ya -atta) <o fper K30) cioé: (&'> 5) 
269 448 


au (6-) ( N30 + 908 (vale 3044) 
\ AI AO 


»40 2a, 
” N30 + tsc4eito + (Ve 1044) 


VO pian 


)= AL) — 30240 
N60%d) >20n>0 da 


£L/lsse dd assi cuotati e traslati 


l'equazione data «19 completa: 
| @ex' + Qu 9 20m %4 209x120 +0 =0 ] 
siano xe ed 4, le coodinate del centro dell'ellisse 


rappresentato dall'eguazione data ,eua corrisponde : 


Qu dn 


can 
X (pate eat) tetto e Sitaia)y “4 Kff pacta]x Y+ 


-fponeriag] - frangia] y + 


+ [part ant cronrese= 144] =0 
3 primi tre termini sono uguòli a quelli dell'eg. ad ani ruotati 
I quarto e quinto Cevmine (covisponolenti ad sagX e 44, 4) 
permettono il caleoto delle coordinote: xe jYe - 
I desto termine (Fevmine noto ds) de K figura solo ore mon vi 
dono fatti come Gu ) dn, tan che hamno in de dl k. 


Consideriamo il sistema: 


LAhKe + LanY, = -22n dun dn 
A 
209 Xc +2 Ye = Ls du da ia 
. 
= - -L 
Ass Cata da) [i Pa = Lagta + 00%); di DIE P(04001050,) 
Ax du -Qa, 3A; 
(3% 
pe (Gn 0, -Ggan) . _As coordingte del 
E (2r0x - ar} As centro 
4,= Late art) - Au dell'ellisse 
(aa = RE ) Az (cesto ansi fuaslebi dre) 
ia Uiotorione o 


sostituendo è volorò di Xe ed 4, nell'espressione ole 


coefficiente @s3, possiamo calcolare : 


| NSA = Au ht + nf) +90 Koh Ass 


Afevato che primi tre coefficienti dell'equazione 
data, CIOÈ: du, Qu) tAn i corrispondono cu primi Ére 
coefficienti dell ‘oguazione dell'ellisse adassi sole wo, 
tali je che d coefficiente gg per assi solo wotaty è: 
Kat} he abbiamo sopra caleotato, abbiamo l'equazio: 


ne dell'ellisse prima che amenisse la traslazione e 


ev : La K4 af 20 XY - KA =0 


[angoli degli 
avremo: - anctg (222 {ami dall'eltse) 
d+% de u- Qu} 
QK4%4È da | 2 
la 2/9 puote? 


& +) % V@aran ea <A di 


, 2 lan È 
che forisee | paromete detl'elline Lx) + (4-40 31 


de: [an<o] garcia 2a) È asse forate È mel Let quali 


Aegli ani traseali 


Ae: 10 yo|azorh 20x Mpeg l'as iena Dr quel. 
19 rase 


(2 3) 


£Semp {o numerico 


éguazione data : focnaginy + 624 +4584+3149 0 | 


536 42 312 
A-lz 29 2233 Agg: 3049 -A,:223 + Ay:312= 


3/2 239 3/49 


36 R 2 
e = 36:39 -12*= 900 —> Az3:3149 = 2.834.100 
vl ss 9 i 


capii 3%] 0229-304600 + Ara 224 = 4. 030-500 
37/12, 229 
2}12 308} 12.229-a9012= — 6300 + Ag; 3123 — 1: 965. 600 
29 229 


A= -/62.000 


— a 


si sera 


+ 36:29-2144+12. 229 :30+ 3/2-18 229 


= (5002308 - 564308) =-/62.000 
A#0 quindi: conica nom degenere 
Az3> 0 quindi relline 

Asd <D ; A'An<0 quindi; ellisse reale 


epeduene completa + quindi: : ellime ewotato e troslato 
= As = —£300 


Ke “<< =% i 

: La 900 # i coosoinate del cèmteo 
4.= - 26800 25: dell''ellisse 

c ss 900 i 


(20,)0) percio” l'ame focate < inelimoto di (g0t4) 


n 


CI E k A (24 ). 28658 2! 
Sai 2 DI s + ==; $aeh (4 NEGATA 


= 3695318" ; (nelinuzione dell ane minore 


lao*+d) = 1R6°52' 8"; (inclinazione dell ase focale} 


calcoliamo: NI = (are + Oni 209%4- da 
H4745 = (5649 +.29:25 + 34:35 - 3109) = 460,20 

5 ® 
N 244842 _ 3601 7897453 
97 (tan) Fragai) © (65 ®25) \4t-4+422 


persero: ; (puromehi dell'llin) 


* DI 
5 sara x 
equazione Ganmi ea : 3 + i il elle 


al 


elime vustato di 196° 5212" e traslato: e3(-1;-5) 
Schema grdfico 


deala > di3 em. UH 
Te” 52142" 
3 2 
0 ra 


Coso Iperbolico 


(A33 < 0) de: (Ou + Za) ="D+ iperbole eguilolera 


Z ‘eguazione peo presentersi 
i iperbole al centro (470) 
Aux +a 4’ +a,=0 | Spersole al centro, 
[anni cang'ranzo] Secieia lente (0 
| ay XK + dan 4” + 203 X +0] 1p erbole traslata im Xx 


| QuX® + QnY" + 20,34 +33 ] iberbole fraslota in 


an XK + An Y+2agK4 24,,4 +35 | sperbole ad ass traslati 
ank + Qua f" +20nX4 +33 Pi exbole su assi tuotati 


DI z erbole ad assi 
ank + Qaalf +201X9 + 2agK +24 +0 | Lrotati e trasloti 


Come per l'ellisse, /'iperbole ehe mameà Hel fermi 
me: CAyxY, e guindy Opparicebbe solo traslata ono, 
poiche’: (rag) comsponde a:(k(4% ) sesded)] e quando 
X= 90" > (4) (80) + denfs4f= dea (180) =0, queinoli te man 
co | Lerrone 22) l''‘perbola peo non essere vuotata, od arch 
essere rnotata di Frad 90. Pero mentee nell'elhze jl 
diametro (asse) focale “a” era sempre il maggiore fra 4d4,; 


nell'iperbole l'aue forse peo essere sul maggite © sol 
minore dei due diametri:sa 1 2h; ed occorre alfenzione 
per non confondere /'’perbole cuotata di 00m l' per 
bole coniugota. 

Noi consideriomo(rell equazione canonica) che / iperbole 
al centro obbia / asse fecole sulle ascisse, ed indicha 
mo com ‘0° dl semiasse fecale eb l'alto semiame. 

, . 5 - 2 2 
l tquarime canonica risulta: (e-#4) 
l'equazione del iperbole coniugata: (4 -£)A1) 


Z equazione dell ‘perbole vuolata di i & 2 #)-( ) 
Quindi nell'eguarione dell'perbole coniugata ciapef 
lo all'oguazione camonica 4 ha uno scambio deù 
degne dei parametri. (famo restauite dl segno l'una bh). 
Mentre nell'equazione dell’'perbote Luolata. | sispetto 
all equazione otigrnazia camonisa camoniea Ai ha uno scombio dei 
quadrati delle: coodinate variabil; ‘fihò uno scambio cli assi 
Cosi che le sperboh coniugate bamno gli stesi osintti 


em augoli subplementari . Le jperbeli ruotatfe homo 


astintoti diversi pero” formanti. lo stesso amgolo. 
4 4 


Iperbole dl centro 


corrispondente alle : ai x 
RIA KI 3 K9s47=0 


dal conftonto s1 note che &y ed Agg hanno segni opp, 
€ che:lg k< 0] Fereco” la. prima cosa da fre È tendere 
as<o. 1 equazione € camonica. de con An 4 0 vi ha: 
Q>0|} l@m.<0| sd anemo:[45%] [4-2 Besj|ze x x-{ 4 
Se snvece con Ag 0 40 ha: ay<0 ed tr) Jfa 
e Aell'iperbole ebbe:/-X° 4, 

reni ‘pe sa sarebbe (E 4 
Si ba: 


=33.. = 4} > VE a = Semiasse focale 


Qui sa 
er VI 4° + 7 = 6 = demiase secondazio 
Qua RE 


rotendo K 
(enau) i LIE x 
| - da KAI 


«Si not, che l'asse } focole è sull'asse carte? 
sano che fa j/ sosficrerte positivo. sede 


quindi della massima rmportanza stabilite. 


a' degni giusti dell'equazione , ed eventealmon: 
te mutati motbplcond /'infera eguarine per L1). 
56 7 pi 


I per bole ad assi sol trosjoti (1a x) 


L'eguazione data: [ax An +90 +0330 Î 


eorrisponolente alla: 
Ù 


LIPKEKES7 sagre KDE 44) =0 | 


Si noti che /a specificazione di as presenta, 
un termine che non fa doppio segno ; sappiomo che; 
SÈ > O (dono È prodotto di due quadali), peteio volendo ren 
dere: KYO, e qund attribuire il vero segno ai 
coefPyeienti, di confrontano 1 termini noti delle 


due espressioni . 


sg = LAKE 497 


Naif = III — 


DE : 


ama: us + EK4îXe =5Xk i percio dentibuendo. 


i 230890 
an = 1% - 2g | < 


be KX<0 : molhplebiome per (-1) l'eg. deta) 


S/ hanno quindi due casi: 


1) lele sx - KA)Y- a(Kex)X + (K(6%e -02F Ù) 


T) hola sheet altere seo s4)=0 | 


<D + K<D 


Nel £ caso :|anso 


L'iperbote Se i) seuvane n° sul'ane focale comei: 
dente com l'an X: ed è troslata inx di Xe cioe) 


L'eguarione: 
rt 4° =4 
Cha E 
Sviluppata.: 


[ee dg” ab) + lx - apo] 


(A leg} -afo)x + (01 A 
Ga X + Qu +20g% 


comfron tata con: 
b°=42 |; (e-4); landa) i foltaa 
[ess] (es) eo (dal, 


3A): @ 3) 

Nel T caso 

el'iperbote Ha il sensiasse "9° Su asse Locke ed e 
) 


parallelo all'asse 4; ed E traslata in x dite={"%y 
L'iperbole L-H4 è ruotato di 


90°-Erad e trastata sax +Xe: 
DI . 
Lor) +41 dd cu: 


[ae by +2(@k)x +(-0X -gbj=o 


PALA. cong grep alan + K[-41%7 - albo 
aes Teglio an) \-fkske) K 
Le Il DISP Tasgraa) |a 


(= Sk) © (7%) 


Lsempio numeueo: 


L equazione clala:|--90x° +454 +200X-320 = 0 


Naz4z= 10000/20 + 320 = - 500 +320 = 7. leo <o 


quimdi' mothphehiome per (4) 
[eoxt=45 4 odx +3%0=0] KR 24190 


fan > 0] (o focali gu x) 
sfata) ={20X-65) 08/2 K3+5 


4347 180 


aivdendo ser ‘i 
|4x- 94° -260)x + 64=0| 


I-II -Rl)5]x + de) - o 


per cal: 
a=3 b5=2 Xe3 5 


L'equazione: 
( a 
LEI =1 rafico 


saline 
gh acala 4:1 em. 


Iperbole ad assi solo tras lati /in4) 


L'equazione data. : [a x° + Qu $" +20] + Qg>0 | 


corrisponde alla: 


[epc sets) ye le-1470] 


Confrontiamo 7 segni com l''eguozione dell iperbole 
trasleta (iu x): gi mota che dl coffliciente:20s, ba segno 
opposto ad @ e conconde con an, mentre nell'ea. dell ije. 
Sole traslata (in x). 11 coeffierente +0, ha degno opposto di 
4y 2 concorde con Qu . (pet @n3o; anco | 4Q,<0 j 201330). 
c/o’ significa di aver considerato Ke} 0 ed Y30, è 
Ja risoluzione: Xe =oa ; ba Dong tisulta, sempre Vò= 
lida gualungue «srono / segni ‘di Ra ed Ye. 
3 coeffierent, Ar, mer due easi, sono: 

aes 4) > K(384- #4) 
ove il doppro segno corusponde erspettivamente a K4Î è K8. 
Avremo guind: 


È o (segni giusti) 
MIS = F KISS co ( matigliani) 


5, hanno due casîì: 


+(K8) (KA)Y +2(KN) 4 + K(-9 - 44) = 0 [He 


(9) X +( KA) 4 (Has)y + K(+4% -£49) = 0 [Ba 


I Caso 


L'iperbole ha il semiasse "a' sull asse focole ed 
€ pen all'asse x; Ta é trostata, 


24 Le=( i (ER). d equazione €: 


ca (94 1 che sviluppata; 


| (Be le}y"+ sb04)y - 4 to 


rtf ) 0-2); 
la: [4] 


e) {je 28 
(6-7) 


Eegso 


‘(iperbole ha, il semiasse "ol «sull'asse foecole 


concsifente con > 4 ; (006 votata di Tr +9) ed e 
fraslota 19 gd Je DZ i L' equazione Da 


(456) che sviluspota + 


Cat) +(6)9- da)y+ bui - ao | 
(= fanf(an)\. *- (2) - 
i a 


dae 4539 / [4.= bl ' 


Fsempio pumerico 
' 
L'equazione data :[ -2X°+4,54°-454494,5=0 


RT. 
na$= (e - 5}: +48 > O {segni giusti) 
dy<0| ane focale sulle Y (Iperbole ruotala, dig. 90) 


(2 fas) _ 
18 


Bee] n) DE 


peli 4x0 4947 904 +189=0 | 
+ 1-19) 1+ kIANA) = 


DI 
XxX (4-5) 2a 
3 + YA Chi 


grà freo 


degla 41 em. 


XY 


Iperbole ad assi traslati (iardiy) 


7 
l'eguaziine data: |@yX*+ 024 +2Dg% +20,4 +033=0 | 


Corrisponde ola : 
te: DAR SV CONE SA dl 


abbiamo gra separatomente consialerofe fe traslo= 


z/oni n x ed in 4 


CNR LE DOES 


per=(8 La an) 
UZIZA (È Da 2a) N <p (ceobipicaze pi) 


(Kde etan) z n 
i- Ma ce) FE EE 
ge =. 


o dae casi: 


a, 0 = Es Aug dr gine a 
UreZA 4, - 


An <D |> ame feel parsdleto ad Y uu cui grace"a 
a=4; |; b=4. | 


Pel Lear l'eguarione È perel 1% zi 


p6/ E coqo | equazione € sss 94, 


e;oe : 


>O (sui giuli] 


Laempro pumerieo 
Id 
P4 equazione data { X°- 45? -19x + 244 — tl ap 


Kees - 


‘6 


SA _ NGN 
K4/4E = 2 Lo 321 = 416 5 0 (segni giusti) 
dividendo per KA ha: 


4 
% 
(at ey A] += 108 =0 | 


Au 7O aperbol com ane fendi partito adx. 
d' seian[a>4]; d3 2 

traslata vipello al ceufo di [e +5] e=#5] 

YA 


grefi K-1°) 


dedla 4:2 em. 


Iperbole ad assi solo ruotati 


? 
L equazione dala: [ex An Y"+20gXY + 03530 | 


corzisponde alla: 


[coste — dsen'd)x* fici - Rcos) Yarra] =KA4 | 


ove: l'angolo che l'asse fecale dell 'perbole fer 
ma con /'asse XK. ((Si riduca Qg< 0). 
-5/ noti /a diversità’ di segno di d (vispetto all'ellizse) nei 


coefficrenti 1 Qa } Qu j de 


a > i 
(0) +(Gu) = K(4°-&) << + iperbole equitetera 
Ord 
(au) Aa) = K(17+47)c0s(24) 
(fe) ). K(4f+ 35) dee) _ 
(Ou) @a)/ —_n(41+3)) cog4) cita) 


CEN 2) \ 
(404) 7 È 7 sica; UG 64) -@))) 


Poiche con Agg < 0 sha: K >O percio gelso 
30 + sutzo caza 
20, <= O Com di): 3 90° 
SO sur co + [paia zio] Poca<ia] 
quindi il Aegno di sar e consenk di deegliece fra è 
due valori di (&) e(90+%); (implierta la ruotazine di 10) 


Trovato / ‘angolo È 


(o6)= 2A } Ae (a)= te 
Va (Bu - Ax al { Es) 


per cui: (eco) |kh44) = yfin an) 0g 
{nt-4) = (+ Qua) 


| 2K4%= @ut Gu) + andate) | 


= 
IK4E = 4 en -am) +20; - (21 +09) 


£ è -20v Ne) 
ci > AIR 
+/((&u - Gn} +C4n) + (ut Qu) 
4° = 2As3 n ‘desia | 
laico; S pri 


+ |(&n=&xF (ag — (&n+ 8) AA, 


po *e<<<30) sn 

sm C Ì 430 am focale ; 43h 
<0 (soc 4 <180) 

con ‘a = aue fesa e lo anse. 


Ll'iguazione e: 
2 
cell (ruotata did ). 
Ir noti che per kyo; GL) quindi Pd degno della radice € 
dole (4), mente mell'ellite partendo da (-) amumeva enteambi iteopnò. 


€19? ra LU, Liei 


L'equazione dala [en tiegieiy sasso] 
(nt au) (4-9) = = 40; 
(an + eu (441) c0s(24) = +58; fa30) 
l vr. 30° + (2an>0 
YeI- R - /3 jorch(f)= \abome 


È 2288) - 2288). 282. 9g 
32 


di - 
[s2"+ 6) — 40 2:98.-40 
da — sas) _. _288_ 4 
PZ 


+6 +20) 
Eq (ee 
È ‘equazione e: fed. 1) ruolata, di 30° 


L'eguarione dota: |-93X°+34"- 26/3 44 — Wu =0 


(2u+8n)= K(4°-1)= -20 
(au -aun)= KARA) corta)= — 26 
30° + mo 
Zaua 3435 4 aach(/3)= << 
Î N 120° + (gag <0) 


A° + FR9/7) - 64 - 44. — 
n = = 
Crepe - 20 g(26 - 10) 77 
N 744 = 44 = % 


de —a___ 
226410) 36 h 
de) l'oguarione: SEL [tei] 


a=3:; b=2; (k-{& 


osservazioni sulla rotazione di assi 


Consideriamo l'equarione (mon simmettica vipello dI) 
La g-s8x 30] e tuoliamola sostituendo: 

x = Cosgx lena)g,  » x°-Cosa)xi +42 4)4) - spuglodia 

i = feus)x, +04) 4, Pelu) + (CAL) e a 


VEOmMO : 


[xt +4? —2Rco1t X; +2 Phenod4, = 0 | 


per xo Forna l'eguarione di partenza 


; 20 — YmoRii 
uao: lxteyt- RX +REYizo] PT? na 
N per geo Ko +R 


I cerchio pamoute per 0 ha ruotato di 60° in verso orario 
A A preso otel 
= 90° |xl49+2R4,=0| fo x50 + g53R 
\ e ao += D 
continua a ruotare prarvo . 


È RI 
PO) po IR 
Lx 190° | +4 + RX + R8Y,= 0 ego SRI 
Ve centro del cerchio È mel TT quadrante fautinazio) 
sare ly esige = + x30 #30 
Lg=180 À +ff428X =0| Che g50 LRESSR 


€ col centro sul seuiasm negativo aelle x 


A= 240 |XE 4 VIII] gta CSS > 
i : zo +9= RA 
d= 300 |x°+47-Rx, -Rfi4=o Cas sea A 


ped = 360 dsiomo l'iniziale: © «Se sostiliviomo: 
CoA) + feua)y, + x Cast) + foca) 57 fsb 
{res — feud); > JP = Gute) rt + case gliene 


dalla: [xt +5-eRx=0] A oftrene: 
E 


pe x=0 forna l'equazione iniziale. 


_ 20° 2,4 n n 30 + 9=+R0 
Piedi e Ria 430 <4z0 X5+R 
N cerchio panamle per ha ruotato di £0°_inyezio antiorario 
di vede che. 60° autioari comispondono a_300° ari. 


€ continuamdo: 90° " È a 20° 
#0 n " 240° 
180° n n) 180° 
L viceversa. 240° î "i no 
300° » " 60° 


Se ua Leneione  f(x,4)=0 vogliamo farta 
ruotare du deuso orario dobbramo sostitune 
ta = (C24%)x, — feud} y, 

4 = fe) X. +(0004)4, 
Se vogliamo farla ruotare ia senso Onfivario 
dobbiamo sostlzire : 
x = asd + fun d)4, 
Ù = (cn fed x, 


Corato oi Eni E do 


Iperbole ad assi ruoteti e traslati 


Qu X°+ Qu f'+2(0n)x4 +2(03)x +20) y +0 0| 
cui corrisponde: 


fi (htc - Pratt Kfrsen -Scatt)y* + (4) dust XI de 


PA ‘equazione (= ta: 


sia SE Lian Xe — 2(2n)4.)x + (208 Xe = 2024 )Y Sua 
IL Tr TI 


dda (anxî + Qu Yi + 208 KMY, — kKa4)= o 
7 


mn 


consideriamo Je uguaghanze: 


QuXke + 4, = — Qag 
Qua Xe + QnY = — Ras 
Sistema visolebile eomn @tamer: 


-Qs da 


Sastluamo in Qg le coordimete di ora trovate 


e e/so/riamo cispetto a (e369), agi ha: 
I dn Ga] ul + sont 22 | 


anhi + Cus ( Aa) — 202(r)(As) - Qi Ah 


sWiluppsndo 2 


Agfa ff, CICAA ao. 
dn Aus 

= Qu(ar oi + 030 3025) + 

4 Qu (0% + Al 20) 


z 


+ 9812(BR An Ag — Ag Rag = A 090; + da 04%) canhy 


=% a dig + Qu0i5 0g - 20002 09%m0n 


+0 (A — 3041Qa egg la + 
3 
+20 Oo Bag NA a — NUORA + tenda 
_ Qra Ala 


* 
fikea= Au Qi lt +04 An lls, + 2070130, On i rey 
alta -Qnfo) 
= Qu dn [07302 + Qu 0) 0% (aa tout, 42012 ay - 


— 3008801 Azz Aay- dis hg 


- 
Asstuut = (Gud - &î, foZAzina tn 2 een a0,) ant 


Aikeg=  As3 (273%3+ 010; 2a} AA 


lio N 
14° / Lis Q22 + dn 023 - 92M] a, 
Kigi= [RT ‘a een » 
Azz 


KS4 = aa (00 a-0n a] + a (tag) -%n 
3 


K4747 -_2n (Ax) + As {Ax s. ds: (As) 
A 


33 


ya) - A 
{K4r4}= FAO 


On __- alti 4eu(8) 


(Gn - dn) = K(8F445) cos(34) 7 Gn-@u) Kits) con(2a) 


PAZZIA 


taug 6)= ky Bat 
= alaranfrtrat AG) 


ay =/1 + tasfl) 
Je radicale ha iL suguo di t3 64) 

Kh +45) « (Gad — n setal Apis Hutt) 
K(4+4) =Y(an-2nf+ 00} | PINO 


K 1$-4) = &u +@n) iene: 
NA} = blanc anta (aut 

KSÈ = 4 IE atta - 25) 

AGR = 4 [fen-2a) 00.) etaf] - Hu] 


+2 A/Axn 


tft la 
* alfncogfebaa0a) | |__araiot de 


pei, 
TÀ 
SAT spia 


Zsempio pumerico IC risoluzione completa] 


eguazione data: PERZZONIO +32X 1544 4hl =0 | 


Qn34 | Qa= dy> n} Qy33M4 | Aaa) } Cagg3 MM 


PA 


Cra +e] +(-12fasfe) +lrder) 

"= ln) -6e)-(olt) = 
6 

=tle04)+(- 5184}+(-5154) = "65%2 


AF0 (conica mem degenere) 2216) -(2.916) —(-2034)= +145%2 

A = 22000.= 

Azs -I{ "l- 44 - 144 3 —/00 
ia +as3 Ag =(M-m)» + 14100 


6 

Azz =L 5 i 108 +182 = _+ 300 

rr 2% TT an A,* rsoo). - 8100 
Az A; la di 

= =3% -I6 = = 500 
Te = Star e «(14{&00)=- 5000 
+ Gar Avg — Qaz A+ QyjAny = A = -2000 

Xe = 


(are (0-0) ETA] 

(&u 2a) = 1 (4+0)] costa) 19 = Ferlito 
(20, LACIE: si 

Tata) n rar pra x 5 ped Uli 


(e 
cone 928A) 


. » 
& areh(31) = 307 ecr0sres — de s2' 1a 
z Sia c8CICILCE — 1867 S2' 12" 


K(b°-0)= +15 


leate = QX + da XI, — dr | 


rabz GASHM {24 Yk:)-£ 77) ; 

naf= 40 +93 -360+14] = —20 
x) =r06)+(25) = 2,0 >| K4°=-5 
ke&)={25)-(15)= -4 > |Ka'= -20 


af + LE (220) 204 i lai 


AK -$ 
. 
b- pal A 20 ed i be+t 
K= L6 = kdi  2£ 2 20: 
8 a 4 4 
Se: A È 3678} 24343 20) d 034996 


N cos(e4) > 0 54928 


2 126° aa = 2534 < abd <o=-an 
Cd 26, 9f i dra 


209,3 243 K(k+i]iuta + Ciauz 24. > supe) 


= G244 E 
seut)= vi = figlio + e = +0,96 


Quindi € una perbole di equazione cononica al 


cento: | È +1. 4| ruotata Ai:4=36)0699965 = 


A=B6435041 rad. e traslata |x [4e=+3] 
DI grafico Scala 4:15 ew. 


LI 


L9 parabola 


CO‘ —— E 


Loll''eguazione generale delle convehe: 


[ GIRI nf L0RAS + LANI + 10544 Ag 30 | dida de 


easo parabolico quando: 


Ra Ra 


= È 
ds) uo: An LBn:Ae2) 


Arg = Ven Nan 


SP caso parado0, co € particolarmente delicato perde 


é <l possaggio dat caso ellibico (45:30) al coso 1perbo 
lico (As3<0); basta che A3>%£ preeoliisimo perche’ ma 
eseluno dl caso parabolico . Layoraudo con nume livazionali 
0 trascandenti A infinite cile, mon È frese dive: “cero anto: 
nel coltolatore Lo deto” 41 trova per valo infouvu'a 
10°" ove: 100% È la. Seeeisione” der motri cale; (ma 10% 
mou è vero ! 
Consideriomo 74 aleterminente # 


Qu Rn Dos 
Ra An 8 7 

=< ; 
Ar da %»| fo eoniea non degenere 


2-0 onice olegeneve 


A = 


Iri luppanolo ber l'ultima isa € dorenolo essere Az 0 


[A- ahi af leaso poradobreo) 


4 
L'eguazione canonica della parabola 


D enologia con /'ellisse e l'iperbole , pe la pata, 


Sola, ak centro , poniamo l'asse fecole cornerdlente 


con / asse Ko, Pec ui L'iguarione canonica della. 
parabola dvusba: 


y SE) 


I puo nevsversi : 


È x K4°- K64)x = © 


ore soma nulli: 


0 


n, Ga, d35,%33 per esi: 
U determinante: | O 0 -3kal 
o ko RIPA — K (sf 


U ua Do 0 


quinal per & parabole al dre asi 
Heguarione dale: 


come: séonole 
Y 


Lpaess 82) x 


caso pDerabolico 


Ass =0 


Ù 


4 


z . 
equazione puo voresentazsi h) 
, 


CT paralote al cento 
| On +80tgX =0 | con ame Beagle colle x 


(equarine canonica) 


3 parabola 
(Raf +IR3X + Ag3=0 traslata cu x 


2 traslata du 4 
Ant +00,3X + 0134 + Agg=0 IRA g 


= solo rwolala 
A,Xt + An Ye C@gXj+ 208X+ 2433] =0 [nom trastala 
__—_—__—____ (monta Gy) 
7 ; farabo/d 
QX 4 da} +20nX4 +2,X +20,4 + Q33= 0 Jane 


la, recotarione egli assi della parabola, lcome per ke 
U IS 


albre coniche) è /a presenza del eoebrerente 
LA, = Kult deo 10' > [Gan 2030] (emo pae cl=90; w:20) 
Mentre l'ellisse e | iperbole DEE, affette da 
due paramette: @, ve quid: nel caso generate 
le incogni fe sono E: A, hke, K: hella perg 
Lola le incognite sono solo gualîro 1 A, ke,fej% > 


ra hg TA 
verehe £ otfernineta da un sel parametro. 


È “Cera sa se 


Parabola ad assi sol treslati Lin x) 


l equazione date : [ang* LOgK + Az 30 


(Ci ostis onde dla : 
/ 


[e S+ ka + ex22)(-X) = © | 


TK=ax alvrolende pe k: 
_ £2a1 — as 
483 aa Ke" Fas 


Farabola. dd assi solo trasleli (4) 


VZ 


x € quarine date st 


Qunf'+ 20gX + Masi +0 = o] 


corrsshonde alla: 


Ag*+akba)x +2k(-4)4 + K4Î = 0 


n si Laz 


Nel caso di as sof trastati cu 4 4 ba che 
30n «dl Gn sono comefate da: {2,)= Ax 


Parabola ad assi traslati (x 43) 


L'eguazione dita: | QgY+ 20y% + 284 +dg=0 | 


e orrisponde alla: 


| A 44 2Kbax +ak (4) + anta «}-0 | 


* ati S - ag 
CA Rd dun i 1423 dii 


=" 


Xe n 
ii Ono 20 


(5) 
x 


Porobele ad assi solo ruotali {ion brasloti) 


L ‘eguazibne deta : | QaX® +Anf + 002%Y+ 3% + 203,4 =0 | 


corrisponde alla: 


Afen4)x* +Kfeos)y xfento) xy — Ka coss)x - fendi o | 


La ruotarione degli assi dello parabole. porta, nel ‘problema. 
inverso, la necessit& di determinore in quale quadrante è 
/ fuse dello parabola. Abbiomo gia vito, pe l'ellisse è 
l'iperbole la formula: forcta (200) "ge PA ‘ambiguiba! 
eta zisolta dal degno di sa in quanto, essendo /ellime 
e/ iperbole curve simmetriche tispetto a due assi, tata 
duna ruotazime dh 180° per ripetere la Figura di partenza. 
Ar la. percabola , curva non simmetrica tispetto Ala 


cella Camgente il vertice, occorre una tuotazione di 


360° per vipelere /a figura di partenza ; cio implica che 
la gunzione inversa teigonometuca che fornisce / angelo 
nel £ ‘auadirante deve essere eipor tata al quadrante di 
Gpoazlenenza tenendo conto della yEnsione e - eta ad: 
o as). Nel coso o assi solo ruotati il srobl ema. 


È presto rivolte: Calcolato e vidollo @udo, 2130, 


ha °° + £L quadionte) 


oxeli za tera SE 3 
Has, x o) * ——-=l80-4) > ig gi } 
Sie = (840%4) > (TV. Oc) 


Abbiamo potuto fre questa semplificazione perche’ pet assi 
; IPET : 

solo ruotati: tan e 207, non smo influenzati da xe De. 

Anebe in questo caso € possibile utrlizzone la stesso fr 

mula alell'efhisse è dell'iverbole | Ridotto KYO; K3{2nt am) 

Qu cdl Bn debbono essere maggiori di zero. {fam megatin) 


(Qy Qu) = Kidd - Kegîa = — Kos) 
O ca La 
>o Fasi Cisoca e 2591 
a, ‘goa < 135*- IL 
fare (2) <@ \iendo Kalocni 315° - Ta 
<o 


figura ruotata di 180 ebÈé I ell quabiote, L a 
quadrante ; basta <l degno del eoefliciente 20n pe 
identificare la conica (etlisse © sperboti]. Nel caso 
della parabola, ie quanto assume config uranon' 
alverse nei quattro quadranti, dobbiamo utilizzare 0 


prosbello precedente. 
Lage: i 


L 
E qundrmete 
ci 
Fx 


IL quadrante 


"e 


2 
Per ll calcolo alel parametro 4; ; ehe tigura 
solo ne, costesenti: 2a, e das | non i sono 


probl emi vunavelto noto 1 angolo : 


4R2% = 225 - 20 
MAL K eoda 
ed avremo: 
iaia EZIA ” ds 


(fa +Arx ) 2013 = {fanta } 2% 
°@ +) (2) (Bas Bn) Ya, 


Veaj + 245 


lQn +0} 


Pero’ queste frmule valgono nel caso dli' ass solo 
7 
ruotati’. Cercheremo (e formule generali nel caso 


n 'puorsapintrvo bets Lrstati Ca) 


Porsbola ad assi ruotati e traslati 


L'equazione data: [oxt+ 09" 202x4+ 20o% +20x34+0=0 


corrisponde ola: 


afnobi che c pria 
[tant] x® + NET)" — K [senteo]x4 + RES 
a du zan 


+(€ ricabe fax) +( )+ (Ksesza)l4,) — (Kan cosa) X+ 


Tg 


+ lKcota\24.) + Kiuntat)(Xe) — (Kaa dend)) 4 + 
243 


4 (freuthià + (eostti - KrweedX 4 +K4mcosd xe +(K 40914" 0 


sinota che l'equazione corisponde amehe alla: 
Qi X° + Ag + 20 XY +[-200%6-2048, — Kage X + 
He 104, [20 erat] VE, fra È + An !]7 +20 ke tanka i 
_ = 


SI moti cinehe: (-KAacont} = 20 della patebela solo tuotata 
(Asa sas) = 40; dela parabola solo ruolata 
abbiamo asterscato è due simboli per Arstrmquerti. 
2g = Caduto - 24n4, +da)x 
2023 = (-285 4, - 2@nXe+8g) 4 3 
Caleotiamo ovo. il delerminante A PES 
2 minori Au, fe Ars) Aa AB) An Pa 


LL i % 
Coleolo der viefermnonti della parabola. 


An a Ag da Gi Cante cane) 


=A= |@w (A) 


I ERA SO 


od anche: A= 

[x tts] (riugre ) Rintpicio] 
lira). (Ko) freno. 
È E. Dai i 


fece sr na Steal tasefifcazita sp UTTE 


du a l e 
An = sl _ (na pi d,) ; i = bi (putcra) = {convessa) 
[As 4a 
Keen Xi + corti iii Koh 4a 0084 Xe steal 


nde'afosta xi — COSA Ye +2Awaehtk Xe Ye +40 404 coste tak Adua 


An N racnari (erede! - sclseix] 


] 
| An= K'(eenare- truce) | 


z 
Au = Kia [coke - suna] = Ksalcox. a cas a) 
x 


analegamen Le : 


A,= Kar cosm-4duta) | 


[Aa= RE (4a 4 Ad 4 deo) 


> 
An= -K (poxo des + 204,004 +40 vteosa)!= A, 


An = K° 2a coss = Au 


Az -K204u1d | = Aso 
Ag 0 


An=0 #mpéraa: (Qu Qua 3 @) nfodt sube -lteuacota]* 
Catelomo ;/ determinonte A = auf + Gg Ais- Qahn 


3 
Kenko deufk cos - satseuta) + 


Panni afca cosa = 40 cod + 204, A] 
È [ray “end <MM'atioti —20) fps cos) 
K 40 [seat (mucercota) + corta] ) 


i 3 La 
A=-tt | CET 


era. più veloce sviluppando € elfima riga: As RA Azz 


A= K Nam cora flaa ses a cadi, —sderì) 
Lea eni cu e 4 t4) 


-K} riti rente) Ò fhe vercliea], 


St noti che i valori trovati per il defermmante A 
e dee | Suoi mino tali ai qualunque sta 
la parabola (traslata o mntrarata, ruotala o 
mon vuotata ) infatti 0 detevminonte A mon è 
influenzabile da augeli di voferione o coordinate di 
traslazione e, pocche :{lay +0n)= K.| valida in ogni 
caso artemo che dl modulo ‘2° della parabola può 
caleodars; subito : 


20 |Ftay / (one) 


VQ1 (and - dada) + 01, (an - 2084) 
(&u+an)fPan + Qu} 


og Eudora + a05 - Ondn,, 


(ant Gn) \&u ca) 
\ f . PI 
223 213 Gr +2 Aeg — 20n0j 2a | 


ICTRI US”an du) 


2% 


ma Ag = Vr. percio; 
= PIA 
IR Vos) + (fava tu) = ff (aa gd 


(nt dn) 
aaa Vieri A | Marta] 
ans an )/A Rn (Guru) 


enenslizi, Golfi] Rultuztia)". 


Gltre espressioni per coleolare za 


20 = An. Be = As 
Aicsd Gra] RE, ° aran)i (aura) fn 


Aa Au 


da = 2 4A 


Ki @u san)" Va; 


i Ass 
(CIeslar 


Calcolo fe coordinate d' traslazione del 
vertice (ai [a@rcan) 2a {ZA 
XK he + ali) 


42 co4d 


VA) rg alii | 
Ke 3 Ant (K 204) | Xe3 Au +(Axk} 
2(k'34 cos4) ZA 


= alcat 4 
de Rit‘ *) Fa Ad, 


Ye - fu + (Gr0c0) q, s Ata + Aufk Li 


2(K° eau) li An 


calcolo dell ita 
ur. i ee 
foglio ce [Re] [nt 


(a) 


da (Ae 70) 3 ; 
CTETÀ 


& \IL guadronte (As<0) 
Fauga=(<] \\ <o ZE quadronte (Anco) |! (180- na 
\X quadrante {An 0) | se 4) 


Parabola] A: 


| 


traslata 


rototo 
li 


ruotatà e 
traslata 


traslata — KI% ks + 40%} 
ruotata -K4a cosa — K4Q 4A Db) 
SERIA sala) |K (2A dtd 000) | Ego een den) | tc dt vini) 


parobola ceronica 9/ re assi con asse focale sul Semiasse posifivo delle x 


Frmala, generale [attratti stre xi + 209% +28 tO 


ld seguenza delle GperozionI da compiere 
an da ig ed (parabole) VEZIOA ruo(830) 


e a 
tro 
tota PALIO 0 al centro 
a dg =0 is <o nn uo < 
de Ag f7° Nen>o ruotato dim “nto prestata 
tal] = tata 
y da o uotatt 
POS #0 ‘ruotato. e traslata, 
dW % n fra? motata di Ki 
S gf Ps °° Naso ruotata di y 
Tri & d 


#0 (edi supra) 


= Ag dg - A 233 


Qi ol ; Go n 21 n) A 
An | = Au | Aa 
dr ds Qi da, 
controllo: 


A= Ago +Agda A 


fL= ouugoto Vel I quadrant 
( So 7 e) 299390 *Ì a Aqredrente (a) 
DO N As NE quadrante sfera) 
da ct (Badt au): e 
bi #4) (A VAN) bile sita ene 4) 
Ag C0+ NI quadrante «le-d) 
infetti: Ay=An= Rie. così, ha ie degno Wo 


Attenzione | per X=90" } 43310"; GM4>0 pes ssi Ag>O deziole il degne di Ag 
Ago — A=4f0* 

hu , 

NA,<O a = 90° (radi anehe sopra) 


co sso 


34 = ce 


di Determinante e © mmori dell ellisse &j=3;)) 


— 
e/sse |_AR__ Ae A AA 
al centro Rab d 


traslata sa db 


ruotata 


ruotota e 
traslata 


PI colti del epessio dell'e/isse 


Kat 
A(bx+R'Y 69) Ì 
Cc) © Keb 
a Lk(0nte+ 0g) | land mate) | K{2AE +ntr rana E) 
equazione canonice dl centro ws con ale i sul semiasse positivo clelle X 


role: [Enti tant] + 205% 420 fe 30 ] n 


Craslote 


ruotàta 


Fusteta, e 
trestate 


fi 2 alia FEPE. 


L9 seguenza delle e percui di compiere 


fi da 
Aa da 


An >0 (ellisse) 


du 24 
De sali» 
da Gn 
COMICI a 
|A Di Asd - Azz Qaz + Ans 
è 
Qu da . | “ a 
x |A Di [An n aa TR 
Gy % »_ las; 4a) 
4 controlla, > A= A, - ZA, + 2h, 
L (42 an<0) 
Vie 3% z 
= {each (262. Soia 
Uli: Pra) (de 201 > 0) 


P. 2A /Ax _ NE » (demiasse minore) b 
ea) pa (TRI Ve = (Geminse maggiore]: a) 


I n04 fa sempliarta” delle cperozioni utilizzando 


+ minor del cdelernunonte delle coniehe. 


lIperbo/e 


2 Determnante e è aunori dell'iperbole 


Anz Au 


(kj=) 


al centro 


+0 


0 


traslota 


+0 


{abati 


ef lo Be) 


ruotata 


ruotetad e 
traslata 


sith 


fiele che 


«pal 


pbeot ca) 


() 


I coeffrerent dell'equazione dell'iperbole. 
Iperbole Qy . Qu 3% 20,3 EIPA CA 
I e/ceatro 6 - Ka o () o Kat 
eraslota 5 se. al sa 0 PInt'ke +2kK2%4 | Abies - 26°) 
| ruotita  ittà o o) | Reb 
|'‘rzina |a) nora nel) Ke) | - exfoaktant) | elenca det) Kat eo) 


eguazione cononice al centro wssi com asse focele sul seniosse positivo delle x 


Éomolacgenerole:£ Rankin ft + LanXS + CNTIXENDE Fa 


Lo seguenzò delle operazioni chi compra e 


lan a 
= A <0 î erbole) 
lan el % (iP 
du Da 
£ A i - Ax3 
DIA A ii i Ass 
Qua da 
A 
LA PARE 18 
CRSCN di î Ass 
| A= Ax dn - An Qi + Ag 0 | 
SE 
A 
a j du % 
s/n > =A ki 
Qu dn (225) ° Oa di 


VATI 
1 controlla : A= Ana = AaOa + fl 


farely (20) Salice | 


(ay = Qu) e d (0n>0) D (304) | 


-2A/Ax 


D) 
o 


Î ne 


| +anran + alan d | “ È 


Cen;co. per cinque punte. 
: i 


Doll equazione generale delle coniche sostituendo 
n le coordinate di cingue punti: A,B,C,D,E ; ole, 
niamo un ststemà di cinque eguazioni, melle Cingua 
incognite | Gul i Qnfan i: Cile i 204 i 9A; 
omwiamente possiamo dividere pet an © qualungue altro 
coefliciente, anziche per an, basta Sasere male cool» 
crente sie ridotto ad ‘uno (4)... 

Una comica passante per ws punto As(xn:4,) ha per 
equazione: Qu (x-1)"+ an(4- 42006) Jr 4)eztafx fe 20n(14) 34) le 
+0 =0. (che è l'eguarione h'ieodszine se RANA, 
fer è *cogflicianti, e lo traformiamo: ax" Ant" 80 X4 + 
+ 2(219 - Quay = On) X + (2 ani, SY + (mne Attore 
-20,5%a 24%) 20 

Nei consideriamo un generico punto P "(o i Y) 
che sasttuito nell (eguazione la veviffahi; diviohiamo pe dg 
avremo la matrice completa ove eonla tegola 

o o MIO O a = an deCcamer È 
MR Da Ka XA PA -! possibile “il: 
o le Vs bSi % 1 solvere le in: 
x VE RO % sr cognite 1 creÈ 
o ob hO A abs i Rf 
xe JP Vele XE Ye A 203); 20] 


283 Ag 


Ziempio numerico 


Ipunti der / qual dora Passate /& convea, 
P ; 
diano: A3=(0;4)} 8303); c{(-13)j® (44) 
£5(4,0). Soasttrendo la cooxdinate di' oageumo 
di questi punt nell'eguazione 
pus poca 
QuXk + 4 + dB XY +2@:18X +20 = - dg 
ehe possiamo serivere: 
CA FA 
/ ga) 20m du 
(&} si (2) eva) «age xt obi == 
aremo £ eguazioni ove | coefte,enti sono le 
cimpue rmcognite (va moltipliauze per couffrerenti’ 
arbitori K essendo (1) la aclmna cler' termini moti.) 
Il determinante der eoeffrerenti' sarda: 
O 004 


419 304 3 1631 PS ì 
49 3-43 {8 |123-4|=- Sa =--12 4 (2) 
sasa) |658 

SEEN =-2(6-36)= co 

-- 1 9 0 Î 

2109 3 143] [1 97! gle isa 


1.9 3 


“100 


Aa =-4(-54+15) = +56 


An = -3(18-12) 


384 


4 


Lelli] 


o 04 


=[ 


4 


-1+0 40 


od 


OA 


0-44 0 


I 


(SI 
RI © 
+ I 
Tu m 
dl 
NI 
bi 
n =" a 
È ul 
© 
» a) 
mm 
TI 
n 
vm 
FT 00 
O mm 
— ©» _ © 
U 
nn 
vo <— 
ì Ì , 
O nn 
<> > — 
QQ x — a 


4 00-40 
qo41 004 


L'equazione della conica: 
-46K -0,84° +26%4 +06x-034=-£ 


peo” scri versi i 
ex +09 36:44 -6% 4] 103 o] 


ES <a) Ara) (en) 
Ra fb -8) 
man ad" | 8 


= far -169)» AL <O (iperbole) 


Ja s n A > 
N -(-s9):23 5 de Ao agere 


da [18 -a 
he nn Fi 84 
A=C9 4) (+ (1}8)= (0129-23) » 


Hc -0,3602921 


= (13 e)e dd veda 


du 
A=1" "I. = (0-1 DIES 
ii enl 4-19 
da 8 113 | 
Ant Calia dl (13048) 08 LI 
A=(9) (1333): (-3f4)= 400 
Qu dal |l6 +3 - 
li bi = (460 -9): 46 
fecale {460-9): 2169. 
= »-26 
sie 2x4 201 gd = (3% “) 
à (Gn - du) Na CE (30° +4) 
. eee te 
= 7 archi 73604416352 = RS II° 08 


corso A 3030 mon i IL mestre cose - 


Coleoto dei semiazsi 


als T2A/A» 


(ant2n) + VE an)" (cant 


di — 2400) /. 4g 


= 038105 »|A= 0,61t3/3268 


2 200 
ae: et: 
4 (84 80294) 


800 
(fo) 


0 ERNORE | 


i calar: 23. 
4-24 +|/feo 4a ef) 
rafiieo 


400/0 4:14 em. 


Elli LÌ 


astuto) 


(asse feel) 


___300 
4 (32028 2029410) — 


6 = 2,48130037 


= 6,091962048° 


Risoluzione grafica della conica per 5 punti, 


Ghesto problema puo’ auere meglio trattato quando avremo esposto 
la geometria protettiva (Faorema di Steiner - chanle:) che 
dice: 19) luogo dei punti comuni Gi 10991 Corrispon = 
denti 1h due fasi proiettivi SPIA (fomplanore 
olistinti e non prospeltivi ) è und conica”, 
Ln questa sede uMlimeremo j/ terema sera dimostroro . Scelli 
due chi cinque punti come pel di protezione pat eseunpio sia 
ALS) © 845), la A è da 8 «i proiettano gli altei tre puti 
e siano tispeliromente <,4' ; d,d'ie,e; < taggi corrix 
spondenti’ da AG) e So IE) verso C,D, E Avo punti 
comuni: e'diut; e d'ur; (sulla retta TT core essere il centro di collineazio 
i 8) dea; dea i(muabe la vette 


2° FT deve pastore. pet Se).ce'x5 


n 


ceme. (anche la 54 dere 
postare per Ss] 

Tracciamo ga A wu geririco 
« raggio h che ineontri iu #4 
taggio d', de uniamo femS. 
dia 8 intonterremo dj persiv' dl raggio k'da B() sand L'imione eli 
SemB & puuto comune cd heh' sard H utterine paulo 


della comnicd: L'eos possibile tracciare per pun bla conica 


O? problema son ta essolunioni in casi oli ‘puoi ollisesti | 
RRLEA pi 


7) questo genere de cosfruzioni grafiche, £ piutfosto 
importante la scelta dei due punti Sed s' centri 
der fases' proiettati Dhfettr se vpelessimo fa co: 
strazione prendendoS inC onviché du B a laseiamdo 
S'inB anemo che S, si ollorfancelbe di cingie 
porti, e doreemmo fire 00 cdl molto precalò perche 
non 2560 dal feglo. A Singue pur A,5, DE 
le possibili” coppie ssono:($)=10 a precisomente: 
AB -AC-AD-AE-80-8D-SE-CD-CE:-DE. 
Anche sula sella celle coppie 6)6) zimondizmo 
Pi argomento PIA geometria prote tiva. 
(2<petiano ‘i caspunone pr 


do ellisse. ) 


Seguenza dei cubi 


Abbiamo (g1a° Visto che (a-seguenzò dei 
numeri poturali è/ quarlrato È data 
dalla. somme progressivo des numer disp 
eÙ, C/ domamdigmo,se assste, und aspres: 
sione che ei dia Ja seguenza dei cubi. 
Notiamo ehe f/è sonme progressiva dei 
mumeri interi Acalala di un posto, motti 
pl'eata pers, aumentata di 4 da «ns 
Aduccessione tal che fe somme progressivi 
(Ertata della. serie) Sono e ubi. 
Oyutiamo la seguente tabella: 


03 da corvpendea 


Loorz 
ol m. 


Per fa 


Sappramo che La somma del Permi n mumti 
maturali È data da. a = DEL Dilm), 
svendo Ascotato di 4 diventa: i Li 
Gu dlensressa, p/nn) è mottipereat 
per 6 avete É(n°-m) = ZA sm) fe a 
mentola di 4 = J= 38+8m+4 , ove 
DA ce 
CHA n(mvi)ema) PES 4 3. tI 
2 Im 3 Z H(#2 + senta n) 
= $(4n3 410° ) 
Lean 
to 3n 3240 e sa +39) fprtso) 

ia sa 


Lai sgh 7 dat +9 Gmg) 


= mì 


Le formale per le esololle delle serce ed 
ars al Numeri 497, Sone im LA 74 


